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“O que prevemos raramente ocorre; o que menos esperamos geralmente acontece.”

(Benjamin Disraeli)
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Resumo

Gliomas sao tumores cerebrais primarios bastante agressivos e invasivos, no qual o
mais comum e maligno, glioblastoma, possui uma combinacao de rapido crescimento e
invasibilidade, refletindo na taxa de fatalidade, cerca de 100%, com um tempo médio de
sobrevida entre 10 e 12 meses. Esta agressividade junto com a incapacidade das terapias
convencionais de obterem melhora significativa no tempo de vida dos pacientes torna este
tipo de tumor conveniente a novas abordagens terapéuticas e novos meios de se obter um
melhor planejamento do tratamento. O objetivo deste trabalho é simular computacional-
mente a evolugao do crescimento do glioma em resposta a radioterapia, a partir de um
modelo continuo, baseado em uma equacao reativa difusiva. Para estender a compreensao
do modelo apresentado, a evolugao desse neoplasma maligno é simulada considerando a
terapia de captura de néutrons pelo boro (BNCT). O modelo de equagao foi resolvido
numericamente através do método de diferengas finitas, discretizando o dominio temporal
via Euler e Crank-Nicolson, ambos implicitos, e os c6digos computacionais implementados
no ambiente MatLab®; também foi feita a anélise de estabilidade dessas metodologias
através do método de von Neumann. Em relagao a radioterapia, pode-se obter bons re-
sultados se comparados aos existentes. Além disso, foi possivel identificar, a partir dessas
simulagoes, a relacao de cada parametro do modelo com a evolucao do tumor, certificando
a correlacao entre esses parametros, o grau de malignidade do tumor, o tempo de sobre-
vida do paciente e a eficacia da terapia. Quanto & BNCT, pode-se simular um caso clinico
de um paciente tratado com BNCT e comparar o percentual de reducao do tumor.



Abstract

Gliomas are very aggressive and invasive primary brain tumors, in which the most
common and malignant, glioblastoma, has a combination of rapid growth and invasiveness,
reflecting the fatality rate, about 100%, with a median survival time between 10 and
12 months. This aggressiveness with the inability of conventional therapies to obtain
significant improvement in the lifetime of patients makes this type of tumor convenient
to the new therapeutic approaches and new ways to get better treatment planning. The
objective of this work is simulate computationally the evolution of the growth of glioma
in response to radiation from a continuous model, based on a reactive diffusive equation.
To extend the understanding of the presented model, the evolution of this malignant
neoplasm is simulated considering Boron Neutron Capture Therapy (BNCT). The model
of equation was solved numerically using the finite difference method, the time domain
was discretized by Euler and Crank-Nicolson, both implicit, and the computational codes
was implemented in MatLab® environment, the stability analysis of these methods was
also made by the method of von Neumann. In relation to radiotherapy, it was possible
to obtain good results when compared to existing ones. Furthermore, it was possible to
identify, from these simulations, the relation each parameter with the evolution of the
tumor, making sure the correlation between these parameters, the degree of malignancy
of the tumor, the survival time of the patient and the effectiveness of therapy . Regarding
to the BNCT, we could simulate a clinical case of a patient treated with BNCT and
compare the percentage of reduction in tumor size.
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(Glossario

BNCT : Terapia de Captura de Néutrons pelo Boro
EDO . Equagao Diferencial Ordinaria
EDP . Equagao Diferencial Parcial
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

Apesar dos avancos cientificos, tecnolégicos e do aumento na qualidade de vida da
populacao mundial, havera um aumento nos novos casos de cancer no Brasil de cerca de
38,1%, segundo especialistas, passando dos 366 mil casos diagnosticados em 2009 para

mais de 500 mil novos casos em 2020 [1].

O cancer é um nome designado a mais de 100 doencas que tém em comum o cres-
cimento desordenado de células, fugindo ao controle normal de proliferacao. Quando
maligno, estas células tendem a ser agressivas e incontrolaveis determinando a forma-
gao de tumores (actmulo de células cancerosas) ou neoplasias malignas. Se benigno,
caracteriza-se apenas pela formacao de uma massa localizada de células que se multipli-
cam vagarosamente assemelhando ao seu tecido original, raramente constituindo risco a

vida [2].

As causas do desenvolvimento da doenca sao variadas, podem ser externas ou internas
ao organismo. As causas externas estao associadas ao meio ambiente, aos costumes e aos
habitos propios de cada individuo, sendo responsavel por 80% a 90% de todos os casos de
cancer. Ja as causas internas estao ligadas a genética, capacidade individual de cada ser

humano de se defender das agressoes externas [2].

Ha intimeros tipos de cancer correspondentes aos varios tipos de células do corpo. Em
especial, os gliomas sao tumores cerebrais primarios, agressivos e invasivos; geralmente
crescem e se proliferam nos tecidos adjascentes antes que o paciente possa observar qual-
quer tipo de sintoma. Este tipo de tumor é classificado conforme seu grau de malignidade,

velocidade de crescimento, numa escala de I a IV. Os gliomas de Grau I, possuem cresci-
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mento lento e sao considerados benignos; os de Grau II sao intimeras vezes caracterizados
como benignos, porém pode haver recorréncia para um grau mais elevado; ja os gliomas
de Grau III e IV sao considerados tumores malignos, com certas particularidades de um

em relacao ao outro.

O glioma de maior grau (IV), também conhecido como glioblastoma multiforme, é
frequente em adultos com faixa etaria entre 45 e 60 anos. Possui uma combinacao de
rapido crescimento e de invasibilidade que reflete na taxa de fatalidade, cerca de 100%,
com um tempo médio de sobrevida de 10 a 12 meses depois do diagnostico e do tratamento,

com poucos pacientes sobrevivendo além dos 3 anos [3].

Os sintomas mais comuns observados para este tipo de glioma sao: dores de cabeca,
convulsoes, perda de memoria, alteracao comportamental, perda de movimento ou sensa-
¢ao de apenas um lado do corpo, problema na fala (disfunc¢ao da linguagem), alteragoes

cognitivas, dentre outros sintomas que dependem do tamanho e da localizagao do tumor
2]

No tratamento habitual, o paciente é submetido a uma resseccao cirirgica com o ob-
jetivo de diagnosticar; remover o maximo de tumor quanto possivel; amenizar os sintomas
causados pela presenca do mesmo ou, até mesmo, ajudar no planejamento do tratamento.

Seguido por radioterapia e/ou quimioterapia, sempre sendo observada a evolugao do tu-

mor por imagens de ressonancia magnética antes, durante e depois da terapia [4].

Apesar das terapias convencionais serem eficazes para muitos tipos de tumores, elas
nao tém obtido uma melhora significativa no tempo e na qualidade de vida dos pacientes
com glioblastoma [5]. Isto se deve a natureza agressiva e invasiva da doenga, além da
incapacidade de haver uma seletividade por parte da terapia, ou seja, conseguir erradicar
as células tumorais causando pouco ou nenhum efeito sobre as células e tecidos normais
adjascentes ao tumor [4]. Em contrapartida, a BNCT (Terapia de Captura de Néutrons
pelo Boro, em inglés, Boron Neutron Capture Therapy) é uma terapia, teoricamente, capaz
de fornecer uma maneira eficiente de eliminar, de forma seletiva, as células malignas,

acarretando pouco efeito nas células sadias [4, 6].

1.1.1 BNCT - Terapia de Captura de Néutrons pelo Boro

A terapia de captura de néutrons pelo boro, também conhecida como BNCT, é uma
terapia caracterizada por ser nao invasiva, sendo adiministrada em duas etapas. Primei-

ramente, ¢ prescrito um composto quimico nao téxico a base de boro-10 (1°B). Este
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composto se distribui pelo tecido concentrando-se no tumor. Geralmente sao utilizados
a borofenilalanina (BPA-frutose) e o sodium borocapate (BSH) proporcionando um di-
ferencial de concentracao de 1:3 a 1:4 no tecido sadio em relacao ao cancerigeno, isto é,
h& maior concentragao de boro nas células tumorais do que nas sadias. H& também a

possibilidade de ser utilizada a combinacao dos dois compostos chegando a um diferencial

de 1:7 [7].

Na segunda etapa, o paciente é submetido a irradiacao por um feixe de néutrons
epitérmicos, colimado e filtrado. Este tipo de feixe é utilizado por possuir boa capacidade
de penetracao, podendo alcancar até 8 cm, e por possibilar o tratamento de tumores
localizados em regioes de dificil acesso, pois permite que os néutrons atravessem a pele e

os ossos alcangando, assim, regioes mais profundas no cérebro [8].

Apés a irradiacao, o feixe de néutrons interage com o atomo de °B, com maior
concentracao na regiao do tumor, produzindo reacoes de captura, 1°B(n, a)” Li, liberando
duas particulas pesadas, uma particula alfa (*He) e o atomo de litio ("Li), com energia
suficiente para matar o tumor e com alcance aproximadamente igual & medida do didmetro

da célula.

Em 94% das reacoes de captura, as particulas pesadas possuem 1,47 MeV e 0,84 MeV
respectivamente, havendo emissao de raios gama com energia de 0,478 MeV. Neste caso,
a energia produzida pelas duas particulas pesadas, totalizando 2,31 MeV | é depositada
nas células. Ja em 6% das reacoes, toda energia proveniente da interacao entre o atomo
de boro e o feixe de néutrons é depositada nas células, cerca de 2,79 MeV (1,78 MeV da

particula alfa e 1,01 MeV do atomo de litio), ndo havendo emissao de raios gama.

Na terapia de captura do néutron pelo boro ocorre uma alta transferéncia de energia
(LET), onde a energia cinética gerada ¢ depositada nas células, provocando ionizagao e
excitagao, ocasionando o rompimento/morte celular. Para o sucesso da terapia é desejado

uma maior concentragao de boro na regiao do tumor.

1.2 Justificativa

A natureza agressiva e invasiva do glioblastoma junto com a incapacidade das terapias
convencionais de obterem melhora significativa para o paciente tornam o estudo deste
tumor um excelente campo para novas abordagens terapéuticas e novos meios de se obter

um melhor planejamento do tratamento.
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Como nova abordagem terapéutica encontra-se a BNCT, terapia promissora para o
tratamento do glioblastoma, pois além de ser uma técnica nao invasiva fundamenta-se na
seletividade entre o tumor e o tecido sadio. Com isso, elimina-se nao apenas o tumor, mas
também os depositos de células tumorais (infiltragoes) fora do corpo principal, preservando

o tecido sadio adjacente ao tumor e diminuindo os casos de recorréncia.

Como meio de se obter o planejamento do tratamento, utiliza-se a simulagao computa-
cional (modelagem computacional) a partir de um modelo matematico, como alternativa
essencial para que o paciente nao seja submetido a diferentes doses, as quais expoem o
mesmo & riscos irreversiveis. Consequentemente, o emprego da simulagao computacio-
nal aliado a terapia nos permite prever a evolugao do tumor em resposta a aplicacao de

variadas doses ou esquemas de fracionamento, abrindo mao de uma técnica invasiva.

O modelo matemaético utilizado neste trabalho é o modelo de Swanson et al. [9], pois
descreve a evolucao do glioma nao tratado de forma individual, utilizando apenas dois
parametros obtidos através de duas imagens de ressondncia magnética sem intervencao
de tratamento, e permitindo extensoes, através de um termo na equacao do modelo,
com o intuito de descrever a dinamica de crescimento do glioma em resposta as terapias

convencionais, isto é, radioterapia, quimioterapia e resseccao cirurgica, logo podendo ser

estendido para a BNCT.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho ¢é analisar o crescimento do glioma em resposta a BNCT
(Terapia de Captura de Néutrons pelo Boro) a partir da simulagdo computacional do
modelo de equagao reativa difusiva proposto por Swanson et al. [9], junto com um termo
que descreve o efeito da terapia no glioma, descrito por Rockne et al. [10], através do

método de diferengas finitas.

1.3.2 Objetivos Especificos

Este trabalho tem como objetivos especificos:

e Utilizar a equacao de reacao difusao para simular o crescimento do glioma, dis-

cretizando o dominio espacial através do método de diferencas finitas e o dominio
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temporal pelos métodos de Euler e Crank-Nicolson;

e Implementar codigos computacionais 1D e 2D para obter a solugao numérica da

equacao reativa difusiva;

e Analisar a estabilidade dos métodos numéricos de Euler e Crank-Nicolson por meio

da analise de von Neumann;

e Verificar os codigos computacionais a partir da simulagao de um problema analitico

cuja solucao ¢é conhecida;

e Verificar a metodologia proposta a partir da simulacao do crescimento do glioma

em resposta a radioterapia e compara-la com os resultados de Rockne et al. [10];

e Utilizar o método proposto para reproduzir o caso clinico de um paciente tratado

com BNCT e comparar o percentual de redugao do tumor.

1.4 Metodologia e Organizacao do Trabalho

Para obtencao dos resultados neste trabalho, ¢ utilizado o método numérico de Dife-
rencas Finitas, com o dominio temporal do problema discretizado pelos métodos de Euler
e Crank-Nicolson, ambos implicitos. A justificativa para o uso destes métodos é o fato
de serem métodos capazes de resolver equacoes diferenciais e por serem menos comple-
xo0s, se comparados & outras metodologias, por exemplo o Método de Elementos Finitos.
Desta forma, pode-se, inicialmente, ter o entendimento do problema em um dominio mais
simples utilizando um método, teoricamente, menos complexo, antes de utilizar outras
metodologias. Portanto, através desses métodos foram implementados cdédigos computa-
cionais, em ambiente MatLab® produto da MathWorks, a fim de facilitar a analise de

diversas simulagoes de crescimento do tumor.

No Capitulo 2, ¢é feita uma pesquisa bibliogrifica a respeito do modelo de Swanson,
seu desenvolvimento e aplicagoes, além de uma breve introducao aos modelos existentes

na literatura.

A aplicagao detalhada da metodologia baseada em diferencas finitas, assim como uma
analise da estabilidade dos métodos numéricos é apresentada no Capitulo 3. Neste capitulo

também é exposto, passo a passo, a obtencao dos resultados.

No Capitulo 4 sao apresentados os resultados numéricos dos estudos de caso no qual

este trabalho ¢ baseado, além da validacao e verificagao das implementacoes. Também ¢é
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feita uma discussao a cerca dos resultados encontrados e, consequentemente, uma com-

paracao com resultados ja existentes.

Para finalizar, no Capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes deste trabalho e sugestoes

para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Para descrever o crescimento do cancer, um dos fendémenos mais agressivos em bio-
logia, foram propostos numerosos modelos, cada qual com suas particularidades e foco
em diversos aspectos do crescimento. Dentre estes modelos destacam-se os baseados em
equacoes diferenciais ordinérias, sendo um dos mais simples a equacao diferencial de
Gompertz, e os baseados em equagoes diferenciais parciais, considerados mais completos

e tendo maior atengao dos matematicos [11].

Os modelos sao classificados como discretos, continuos ou hibridos. Os modelos con-
tinuos descrevem o tumor em sua forma macroscopica ao invés de trabalhar célula por
célula, sendo capazes de descrever largos sistemas com baixo custo computacional. A mai-
oria destes modelos sdo descritos por um conjunto de equagoes diferenciais e/ou integro-
diferenciais, sendo os mais realistas descritos por equagoes diferenciais parciais (EDPs),
pois os modelos descritos por equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) nao determinam a
distribuicao espacial das células. Os modelos discretos sao capazes de descrever a evo-
lucao do tumor a nivel celular, tendo como primeiro modelo discreto o modelo de Eden
proposto em 1961. J& os modelos hibridos tentam integrar os pontos fortes dos modelos

discretos e continuos [11, 12].

O modelo simulado neste trabalho é classificado como continuo sendo descrito por
uma equacao diferencial parcial (EDP) do tipo reativa difusiva. EDPs deste tipo nao
sao apenas aplicadas para descrever a evolucao do crescimento de células tumorais, mas
também na dindmica de crescimento de Biofilmes [13], analise de concentragao de gas em
um sensor semicondutor [14], no processamento de imagens [15]. Na Segao 2.2 é descrito
este modelo e sua extensao com um termo para descrever o efeito do tratamento, assim
como a evolucao historica deste modelo. Mas antes, na Secao 2.1, é feito um breve relato

da evolugao historica da radioterapia e BNCT.
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2.1 Terapias

2.1.1 Radioterapia

O inicio da radioterapia se d& ao descobrimento do raio X por Wilhelm Conrad Ront-
gen em 8 de novembro de 1895 no laboratério da Universidade de Wurzburg, na Alemanha,
e apresentada sete semanas depois ao Instituto de Fisica e Medicina de Wurzburg. Apos
isso, houve as primeiras tentativas de aplicar esses raios por Emil Grubbé, em um tra-
tamento de carcinoma de mama; por Victor Despeignes, em um cancer de estémago em
Lyon-Franga e a irradiacao de um tumor de pele em uma crianca de 5 anos por Léopold

Freund em Viena-Austria [16].

Apoés a descoberta do raio X, Henri Becquerel, professor da Escola Politécnica de
Paris fez a descoberta da radioactividade natural e, posteriormente, houve a producao de
elementos radioactivos artificiais que juntamente com os conhecimentos aprofundados da

estrutura atomica e nuclear determinaram a evolucao da radioterapia ao longo do século
XX [16].

2.1.2 BNCT - Terapia de Captura de Néutrons pelo Boro

A terapia de captura de néutrons pelo boro foi proposta pelo biofisico Gordon L.
Locker em 1936 apos a descoberta do néutron por Chadwick em 1932 e a descoberta de
que o atomo de B tem a capacidade de absorver os néutrons térmicos, por Goldhaber
em 1934. Gordon L. Locker tinha uma perspectiva tedrica de que se houvesse uma maior
concentracao de boro nas células tumorais e, apos isso, uma exposicao destas células aos
néutrons térmicos poderia acarretar em uma alta dose de radia¢cao no tumor enquanto os

tecidos adjacentes poderiam se manter ilesos [8, 17].

Em 1951, W. H. Sweet demonstrou que o composto quimico BORAX concentra-se nas
células. Nesta ocasiao foram feitos os primeiros ensaios clinicos em humanos no Brokhaven
National Laboratory (BNL), entre 1951 e 1961, e também no Massachussets Institute of
Technology (MIT), entre 1959 e 1961; utilizando neutrons térmicos para o tratamento de
cancer cerebral, glioblastoma multiforme (GBM). Porém havia quase nenhuma seletivi-
dade na concentragao do BORAX no tumor e no sangue. Isto contribuiu para o fracasso
da terapia e pois fim nas pesquisas nos Estados Unidos, onde a ultima irradiacao clinica
por BNCT foi feita em 1961 [5].

Subsequente aos testes clinicos realizados nos Estados Unidos, na década de 60, o
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Dr. Hiroshi Hatanaka comegou novos testes clinicos no instituto de pesquisa de Shinogui,
no Japao, utilizando o composto NasBioH;;SH, conhecido como BSH, juntamente com
os feixes de neutréns térmicos. O uso deste composto proporcionou uma seletividade na

escala de 1:3 com relacao ao sangue-tumor.

Em 1988, o New England Medical Center/Havard juntamente com o Massachussets
Institute of Technology iniciaram um novo programa de BNCT apoiando uma nova série
de pesquisas clinicas e utilizando um feixe de néutrons térmicos e o composto quimico
BPA-frutose (boro-fenilalanina), o qual alcangou uma concentrac¢ao tumor-sangue de 3,5
a 4,0. Este novo programa foi dividido em 3 fases. Na Fase I, foi realizado estudo da
toxicidade méxima tolerada pelo paciente buscando encontrar os niveis de seguranca e
aceitabilidade da terapia através do escalonamento de dose no tecido sadio, avaliagao de
seguranca no tratamento e estudo da farmaco-cinética do composto. Ja na Fase II, buscou-
se encontrar niveis de dose para controlar a doenca, sendo pesquisadas novas estratégias
para combater o tumor com o uso do farmaco ja testado, a partir do escalonamento de
dose no tumor. Na Fase III, a partir da analise dos resultados das Fases I e II, buscou-se
um estudo aprofundado da dose méxima toleravel pelo tecido sadio e da dose de controle
do tumor [5, 17].

2.2 Modelo de Crescimento de Células Tumorais

O modelo de evolucao do glioma comecou a ser descrito por Murray na década de 90,
apos conclusoes de que gliomas praticamente nunca fazem metéastase para fora do cérebro
e de que a proliferacao do tumor assume a lei de crescimento logistico, exponencial ou de
Gompertz [3, 18|. Com isso, foi simplificada a definigao classica do cancer, proliferagao
descontrolada de células com a capacidade de invadir e metastaziar-se [3], chegando ao

modelo que descreve a dindmica de crescimento do glioma em funcao dos parametros D

e p:

% =V - (DVe) + pe, emQ,
(2.1)
c(x,0) = co; n-Ve=0 em 09,

3

onde ¢ = c(x,t) é a concentragao de células tumorais por mm? no ponto x € R* do

dominio 2 (cérebro) e tempo ¢ em dia; o coeficiente de difusao D representa a mobilidade
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da célula em mm?/dia; p ¢ a taxa de proliferagao em 1/dia; ¢y ¢ a concentragao inicial de
células cancerigenas e n o vetor unitario normal ao contorno 9€2. A condigao de contorno

com fluxo zero modela o fato de ndo haver metastase para fora do cérebro [3].

O primeiro e segundo termo da Equagao (2.1), no lado direito, representam a migragao
e a proliferacao de células, respectivamente. O termo proliferativo descreve o crescimento
da massa do tumor por uma lei exponencial dependendo de p. O termo de migracao
descreve a invasao do tumor no tecido cerebral adjacente, assumindo uma lei de difusao
de Fick, ou seja, o fluxo de concentracao ocorre do sentido de maior para o de menor

concentragao [19].

Este modelo quantifica o crescimento de um glioma nao tratado em termos de apenas
dois pardmetros dominantes, coeficiente de difusdo (D) e coeficiente de proliferacao (p).
Os parametros podem ser estimados experimentalmente para cada paciente através de
duas imagens de ressonancia magnética. Este fato permite que o modelo seja individuali-
zado, sendo uma de suas grandes vantagens. Outro fato interessante é a possibilidade de
acrescentar no modelo um termo reativo nao linear, permitindo desta forma a saturacao
do crescimento de células ou também a inser¢cao de um termo difusivo dependente da

localizagao no tecido cerebral |3, 9].

A partir do conhecimento dos parametros D e p também é possivel estimar a velo-
cidade de crescimento do raio do tumor, de acordo com a aproximacgao de Fisher, isto é
v = 24/Dp. Essa velocidade representa o valor do raio médio aproximadamente linear no
tempo [20], sendo utilizado o coeficiente de proliferagao, D, constante, implicando em um

tumor simetricamente esférico [10].

Com a finalidade de descrever a dindmica de crescimento do glioma em resposta as
terapias, foram propostas extensoes deste modelo. Tracqui et al. [21], em 1995, modelou o
tratamento de quimioterapia para pacientes com glioma de Grau I e, em 2002, Swanson et
al. |22] desenvolveu um modelo para descrever a eficacia da quimioterapia no tratamento
de glioma, incorporando as propriedades do modelo de Tracqui et al. [21] e assumindo a

heterogeneidade do tecido cerebral.

Para descrever os efeitos da ressecgao cirurgica hé o modelo publicado por Woodwart
et al. [23], o qual fez uso da metodologia de Tracqui et al. [21], modelo de equagao
reativa difusiva. A extensao deste modelo foi proposta por Swanson et al. [20], em 2003,
assumindo também a heterogeneidade do tecido cerebral como proposto para o modelo

de quimioterapia [24].
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Neste trabalho é considerado apenas o modelo com o termo de proliferagao de célula
linear e com difusao homogénea, nao sendo assumida a heterogeneidade no tecido cerebral.
Além disso, é admitida a extensao do modelo proposto para descrever o crescimento do

glioma em resposta a radioterapia.

2.2.1 Modelo de Crescimento de Células Tumorais Baseado na
Terapia

2.2.1.1 Radioterapia

Rockne et al. [10, 3] propos uma extensao do modelo de Murray, a partir de um termo
na Equagao (2.1), com a finalidade de descrever os efeitos causados pela radioterapia na

dinamica de crescimento do tumor:

0
a—j — V. (DVe) + pc— R(a, d(z,1))e, (2.2)
onde d = d(x,t) representa a dose fracionada definida no espago e tempo e o« um parametro

de sensibilidade a radiacao.

O termo acrescentado utiliza o modelo linear quadratico, que calcula os efeitos cau-
sados pelo fracionamento da dose, para relacionar a probabilidade S de sobrevivéncia das
células com a dose biologica efetiva (BED) [10], como segue:

2

S(a,d(z,t)) = e “PPP BED = n(d + j%) (2.3)

sendo d a dose fracionada e n o nimero de fragoes. O modelo linear quadratico é am-
plamente utilizado na radioterapia para calcular os efeitos causados por diferentes fracio-
namentos de dose, fazendo uso de dois parametros radiobiolégicos ajustéveis: o (Gy™1),
proporcional a dose utilizada, e 3 (Gy~?2), proporcional ao quadrado desta dose [25]. Es-
tes parametros determinam a contribuicao correspondente de cada termo no efeito total
da radiagao, também sendo interpretados biologicamente como o reparo celular causado
pela radiagao das céluas [3, 26, 27]. A razao «/f representa a sensibilidade do tecido ao
fracionamento da dose [3, 26]. Desta forma, o termo referente aos efeitos da radioterapia

toma a forma:
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R(a,d(:c,t)) =

0, ara t ¢ terapia
{ para t ¢ terapi (2.4)

1-— S(a, d(:v,t)), para t € terapia .

Com isso, o termo “R(a, d(z, t))” é zero quando nao héa terapia, pois nao ha proba-
bilidade das células cancerigenas serem mortas, e “1 — § (a, d(zx, t))” quando hé terapia,
por ser o complementar da probabilidade de sobrevivéncia, ou seja, a probabilidade das

células nao sobreviverem.

2.2.1.2 BNCT

O modelo que descreve os efeitos causados pela BNCT no crescimento do tumor é o
mesmo utilizado pela radioterapia, com a diferenga da dose d(z, t) sendo obtida estimando
o fluxo de néutrons ¢(7, E, Q) no cérebro através da equacao de transporte de néutrons

[28]:

A ~

Lip(7, E,€) = St (7, E,Q), (2.5)

onde o operador de transporte de néutrons L é definido:

—

L=Q-V(e)+3(F E)(e) — /4 /OOO S, (F B — E,Q — Q)(e)dE'dSY. (2.6)

Posteriormente a dose, em Gray (Gy) por unidade de tempo, é calculada em fungao

deste fluxo de néutrons da seguinte forma:
A(7) = c6,(7)os NA(7) B, (2.7)

onde d(7) é a taxa de dose absorvida no ponto 7 do meio em Gy/h, ¢,(7) é o fluxo escalar

de néutrons térmicos no ponto 7 em n/cm?.s, NA(7) é o ntcleo/gr do material especifico

%

g
em?, Er & a energia liberada na reacao em MeV e o indice g é o grupo de energia onde o

no ponto 7, o’ é a secao de choque microscopica do tipo ¢ para néutrons térmicos em

néutron é considerado térmico. A constante ¢ = 5,76x1077 é o coeficiente de conversao,
convertendo MeV/gr.s para Gy /h [29].

A dose total devido a BNCT esta sendo considerada como a combinagao das seguintes
doses: devido aos raios gama (d,), devido aos néutrons (d,) e ao composto borado (dy).

Sendo assim, a probabilidade de sobrevivéncia (S) da célula sera dada por:
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S(dy, dn, dy) = S(dy, do, d3) = ﬁ Si(dy); (2.8)

i=1

onde,

Si(di) = (2-9)

e~ idi, sei=1,2
e~ (editBd})  ge = 3,
Desta forma, o termo referente aos efeitos da BNCT tera o mesmo aspecto do termo

que se refere aos efeitos da radioterapia:

R(a, d(zx, t)) =

0, t ¢ terapi
{ para t ¢ terapia (2.10)

1-5(dy,d,,dy), parat € terapia .



Capitulo 3

Metodologia

Equacgoes diferenciais modelam intimeros problemas nas areas de engenharia, fisica,
astronomia, quimica, economia, biologia. Na maioria destes problemas nao ¢é simples obter
uma solugao exata (analitica) para as equagoes empregadas no modelo, sendo necessario
uma aproximacao utilizando um método numérico de forma a obter solugoes nimericas
do problema em questao. Por sua vez, o método numérico objetiva transformar, de forma
discreta, ou seja, em um nimero finito de pontos, as equagoes diferenciais em expressoes
algébricas envolvendo a variavel dependente. Desta forma, quanto maior for o niimero de

pontos no dominio mais proximo a solu¢ao niimerica vai estar da solugao exata [30].

No presente capitulo é abordado o método de diferengas finitas nos esquemas de dis-
cretizagao de Euler e Crank-Nicolson implicitos. Essas formulacoes sao descritas para
o caso unidimensional (1D) e bidimensional (2D) em um dominio retangular com suas
respectivas analises de estabilidade pelo método de von Neumann. Mas antes, na Se¢ao
3.1, é feita uma adimensionalizagdo da equacao do Modelo (2.2) com o intuito de simpli-
ficar a equacao e seus parametros; na Segao 3.2, é apresentado o método de diferencas
finitas juntamente com a obtencao das aproximacoes utilizadas; na Sec¢ao 3.3, é mostrado
o esquema unidimensional para os métodos de Euler e Crank-Nicolson; na Secao 3.4 é
descrito o esquema bidimensional e na Secao 3.5 é feita a anéalise de estabilidade de von

Neumann para os métodos de Euler e Crank-Nicolson implicitos.

3.1 Adimensionalizacao

No caso unidimensional o dominio espacial ¢ dado por z € [0, L], onde L é o compri-
mento deste dominio. A Equacao (2.2) é escrita em sua forma adimensional introduzindo

as variaveis adimensionais T = z/L, t = tp e ¢ = (cL?®)/cy. Desta forma, tem-se como
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dominio espacial, T € [0, 1]; como dominio temporal, ¢ € [0, pt¢], e cada termo da Equagao

(2.2) ¢ transformado em:

a) termo temporal:

@_@6_%_ dc _ peo de (3.1)
ot otot Yot T P ot '

b) termo difusivo:
dc  dcdxT 1 0c d%c 1 0%c ¢y 0%C

oe_oeor _oc  O¢__TC Qoc 2
or  ozor Loz . 0rr 1207 L°ox2 (3:2)

Portanto, a equagao (2.2) se transforma, no caso unidimensional:
oc D d% R(«,d(z,t))
—_ = 1-— é)‘. 3.3
o plrom ( , ¢ (3:3)

Finalmente, o modelo adimensional unidimensional de Rockne et al. [10] pode ser

escrito como:

0
a_j = D*V% — R*(a,d(z,1))c, (3.4)
-1, para t ¢ terapia
R*(a,d(z,t)) = 1— S(a.d(z.t (3.5)
( ) —1+ (o d(z, >), para t € terapia ,
P
com D* = 2
pL?
Do mesmo modo, o modelo bidimensional é dado por:
80 *v72 *
i D*V<c — R*(a, d(x,y,1))c, (3.6)
com
-1, para t ¢ terapia
R* (o, d(z,y,t)) = 1—S5(ca.d ¢ (3.7)
( ) —1+ (0 d(z,y, )>, para t € terapia .

p
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3.2 Meétodo de Diferengas Finitas

As solugoes do modelo descrito neste trabalho foram obtidas através do método de
diferengas finitas. Para aplica-lo, o dominio continuo do problema ¢é discretizado gerando
uma malha com um namero finito de pontos discretos (nos), Figuras 3.1 e 3.2. Desta
forma, as variaveis dependentes do problema passam a ser consideradas a existir apenas

nestes pontos discretos [31].

[ ’ v ]
® .\.
™~
¢ ¢ ¢ ')
° ® ® °
Eigura 3.1: Dominio discretizado unidimen-  Rjgura 3.2: Dominio discretizado bidimensi-
sional (1D) onal (2D)

A discretizacao do modelo matematico com suas condi¢oes de contorno e inicial é
feita através de uma aproximagao por equagoes algébricas, obtidas por séries de Taylor,
de cada termo do modelo de equagoes diferenciais em cada né da malha. A substituicao
destas aproximacgoes no modelo gera um sistema de equagoes algébricas linear ou nao
linear, dependendo da natureza do modelo. Consequentemente, o problema descrito por
equacoes diferenciais passa a ser descrito por um sistema de equagoes algébricas. Desta
forma, a solucao numérica do problema é obtida resolvendo este sistema de equacoes

algébricas [31].

O modelo simulado neste trabalho consiste de uma equagao diferencial parcial tran-
siente, dependente do tempo. Para resolver numéricamente este modelo sao comumente
utilizados métodos especificos para discretizacao da parte temporal. Em especifico, neste
trabalho sao utilizados os métodos de Euler e Crank-Nicolson, que serao rapidamente

abordados nas subsecoes seguintes.

3.2.1 Euler Implicito

E um método de facil implementacdo que gera solucdes com precisio de primeira
ordem no tempo e de segunda ordem no espaco. A solugao obtida em cada passo de

tempo ¢é calculada a partir da solugao no passo de tempo anterior. Em outras palavras,
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este método discretiza a parte temporal do modelo descrito por equagoes diferenciais, logo
a solucao do problema que antes era obtida resolvendo apenas um sistema de equacoes
algébricas passa a ser obtida resolvendo um sistema de equagoes em cada passo de tempo.

A solugao do ultimo sistema ¢ a solugdo numérica do problema [32, 33|.

3.2.2 Crank-Nicolson

Como o método de Euler implicito, o método de Crank-Nicolson implicito discretiza
a parte temporal do modelo através da formula de diferengas finitas centrada de primeira
ordem, porém a parte espacial é aproximada pela média de cada féormula de diferencas
finitas no passo de tempo “k 4 1”7 e no passo de tempo anterior, “k”. Essa diferenca entre
os métodos faz com que o método de Crank-Nicolson seja mais preciso do que o de Euler,
gerando solugdes com precisao de segunda ordem no tempo e no espaco. Assim como o
método de Euler, a solucao do problema também é obtida a partir da solugao de cada

sistema de equagoes algébricas em cada passo de tempo [32, 33].

3.2.3 Formula de Diferencas Finitas - Série de Taylor

Na presente segao é apresentado um modo de se obter as formulas de diferengas finitas
utilizadas nos métodos de diferengas finitas, através das séries de Taylor junto com os
coeficientes indeterminados. Desta maneira, pode-se nao apenas alcancar a aproximacao,
mas também obter o erro de truncamento devido & aproximacao da soma de uma série

infinita em uma finita [34].

Teorema 3.2.1 (Teorema de Taylor [34]) Suponha que f € C"[a,b], que f™Y ezista
em [a,b] e que xy € [a,b]. Para todo x € |a,b], existe um nimero £(x) entre xo e x tal
que f(z) = P,(z) + R,(z), onde

Pyfa) = flao) + Fao)a - w0) + L0 o g g L oy
n fk(%)

(n 1) (¢
LGOI ——

Fn(@) = =22
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No teorema acima, P,(x) é chamado polinémio de Taylor de grau n, a série infinita
obtida pelo limite de P,(z) quando n — oo é chamado de série de Taylor de f em z e

R, (z) é chamado resto (ou erro de truncamento) relativo a P, (z) [34].

Para ilustrar o modo de se obter as formulas de diferencas finitas é utilizada a apro-
ximagao para a condi¢ao de contorno do modelo no caso unidimensional, podendo ser
estendida para o caso bidimensional. Todas as férmulas de diferencas finitas utilizadas
neste trabalho podem ser encontradas na referéncia [32]. No contorno o fluxo é zero,

~ Oc
n-Ve =0, isto ¢, — = 0 para o primeiro e ultimo n6 do caso unidimensional, Figura 3.3.

ox

i i+1 i+2

Figura 3.3: Contorno 1D - fluxo zero

As derivadas no contorno podem ser aproximadas a partir do conhecimento de apenas
trés pontos da funcao: (z,C (7)), (T + Az, C(T+ Ax)) e (T +2Az,C(T + 2Ax)). Logo, a

derivada pode ser aproximada da seguinte maneira:

% ~ a1C(T) + a2C(T + Az) + a3C(T + 2Ax), (3.8)

onde T ¢ a posi¢ao do no, os valores de C(T + Ax) e C(T + 2Ax) serdo aproximados por

série de Taylor da seguinte maneira:

C(T+ Az) =C(7) +C'(T)Ax + 02_('35)&172 + 03—@8Ax3 + O(Ax?) (3.9)
(§]
C(T+2Az) = C(T) + C'(T)2Ax + 02—('56)4Ax2 + 03—@8Aﬂc3 +0(AzY).  (3.10)

Juntando-se as Equagoes (3.9) e (3.10) na Equagao (3.8), tem-se:

B dag) A
9 o (ar+ as + a5)C(@) + (ar + 2a9) A0 C! () + 2T 2"3)

2
T " (=
e " ()

(3.11)

+(a2 + 8az)A

3
- T (@)
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Por possuir apenas trés pontos, deve haver apenas trés restri¢oes para os coeficentes
indeterminados. Além disso, para obter precisao de segunda ordem na derivada primeira
devem ser feitas as seguintes restrigoes: (a; + as + az) = 0; (az + 2a3)Az = 1; (ag +

4az)Az* = 0. Desta forma, tem-se o seguinte sistema com trés equagoes e trés incognitas:

ay +ag +as = 0
(as +2a3)Az =1 (3.12)
(ag + 4@3)AI3 =0

cuja solucao é

3 2 1

- 1
as QAx (3 3)

Substituindo-se a solu¢do (3.13) em (3.8), a aproximagao de diferengas finitas para a

derivada primeira, com segunda ordem de precisao, ¢ dada por:

0 1
a_; ~ A [30(@) +4C(T + Ax) — C(T + 2A0)); (3.14)
em notacao indicial:
oc 1

Do mesmo modo que foi obtida a féormula de diferencas finitas para a derivada pri-
meira, pode ser feita para os outros termos da Equacao (3.4). Com isso, as Equagoes

(3.16) a (3.19) serao utilizadas para o caso unidimensional:

oc CF'_CF

5 A7 (Avangada no tempo), (3.16)

¢ Cip1 =20+ Ciy
or? Ax?

(Centrada de 2% ordem), (3.17)

80 . —301 + 4C¢+1 — Ci+2 a
e SAs (Avangada de 2% ordem) (3.18)
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e
C; —4C;_1 + Ci_
% _3 QA; + G2 (Atrasada de 2* ordem). (3.19)
Para o caso bidimensional:
Ck _ ok,
% = ”Tt” (Avangada no tempo), (3.20)
820 . Ci+1,j — 201',]‘ + Ci—l,j
or? Az?
Centrada de 22 ordem, (3.21)
820 _ Ci,j-i-l — 207;7]' + Ci,j—l
0y? Ay?
dc =30 +4Ci41,; — Cisa,
or 2Ax
Avancada de 2% ordem (3.22)
dc _ =3C; +4Ci 01 — Cijio
oy 2Ay
e
& . 3Ci’j - 402'_1,]' + Ci—2,j
or 2Ax
Atrasada de 2% ordem. (3.23)

dc . 3Ci,j — 40@',]’*1 + Ci’j,Q
oy 2Ay

3.3 Esquema Unidimensional (1D)

O problema unidimensional ¢ descrito pelo modelo reativo difusivo (3.6) e sera discre-

tizado pelos métodos de Euler e Crank-Nicolson nas subsegoes seguintes. Neste problema

o dominio espacial ¢ discretizado em M segoes, Figura 3.4, onde o indice “¢” representa

em qual no6 a solucao se localiza e o dominio temporal em K segmentos. Assim, tem-se:

Z final — Linicial
Ag =1

M

(3.24)
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(&4
tfinal - tim’cial
At = ———— 3.25
- (3.25)
AT

—
Il :7: -1 7 t+1
@ @ @ @ L
1 2 M M+1

Figura 3.4: Dominio unidimensional discretizado

A partir da discretizacao sao aplicados os métodos de Euler e Crank-Nicolson, ambos
implicitos, gerando um sistema linear, onde cada linha do sistema é a representacao

matricial da aproximacao no no.

3.3.1 Euler Implicito

Neste método as derivadas do Modelo (3.4) sao aproximadas pelas equagoes (3.16) e

(3.17). Desta forma para o modelo unidimensional adimensionalizado:

G- " p G = fi O R d(a, ) (3.26)
reescrevendo:
—ACEE + (14 AtR* (o, d(w4, 1)) + 20)CFH — A\CF ! = CF (3.27)
onde:
A= ZZ gt (3.28)

As equagoes do contorno sao aproximadas pelas Formulas (3.18) e (3.19), obtendo-se:

_3ck+1 40k+1 o Ck+1
1 +2A2 P =0 (Primeiro no) (3.29)
x
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3k, — ACH + Ol
2Ax

=0 (Ultimo no) (3.30)

A partir das Equagdes (3.27), (3.29) e (3.30) tem-se uma equagao algébrica para cada
n6 do dominio, seguindo a numeracao dos nos apresentadas na Figura 3.4, implicando
em um sistema de equacoes algébricas para cada passo de tempo k. Como o primeiro e
altimo no representam o contorno, a primeira e ultima linha da equacao sao as respectivas

aproximagoes do contorno, Equagoes (3.29) e (3.30),

(3 Ck+1 + 4 C«k-‘rl 1 C«k-‘rl:O

2Axr * 2Axr 2 - 2Ag B

_>\C§+1 + (1 + AtR*(a’ d(x“ tk)) + 2/\)C§+1 o >\C]I-€+1 _ C§

(3.31)
—ACTEL 4 (L4 AtR* (o, d(z, 1)) + 20)Chf = MOy = C%,
3 k41 4 e L
— - —O% —Ch =0,
( 2Ag M1 2Ax M + 2Ax M1
Podendo ser representado por uma equagao matricial:
AXF = bk (3.32)
onde A é uma matriz tridiagonal:
B s s 0 0 o 0
A v =X 0 0
0O =X ~v =X 0 0 0
A= (3.33)

o o 0 X = 3

L 0 2Ax  2Ax  2Ax A
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com v = (1 + AtR*(a, d(z;, tr)) + 2N).
X o vetor solugao no passo de tempo k + 1:

Cpt
C§+1
CkJrl
Xkt — 3: (3.34)
Cl!

k+1
C'MJrl

e b o vetor dependente da solugao no passo de tempo anterior £ e da condicao de contorno.

Cy
Cy
. (3.35)

Cly

3.3.2 Crank-Nicolson Implicito

No método de Crank-Nicolson, como no método de Euler, as derivadas do modelo
unidimensional (3.4) sdo aproximadas pelas Equagoes (3.16) e (3.17), porém a aproxima-
¢ao dos termos espacias sao feitas a partir da média destas aproximagoes. Com isso, o

modelo unidimensional na forma discreta é:

i ct _ pr(cli a0t cty ohy a0ty

At 5 Aa? + Aa?

(3.36)
—% (R*(a, d(z, 1)) CF™ + R* (o, d(a5, tk))cf)

Reescrevendo:



3.3 Esquema Unidimensional (1D) 37

A At A
—5CE + (L R (g d(ws t)) + MO = SO (337
3.37

A At A

= §Cf+1 +(1- TR*(Q’ d(zs,ty)) — N)OF + 501‘]31
onde:
D*At

A= S (3.38)

As equagoes do contorno também sao aproximadas pela média das Equagoes (3.18) e

(3.19), obtendo-se:

1, _3Ck+1 L gok+ _ okl g0k g0k _ ok
_( SCTT +4GT Gy 7307 +4G C3>:0 (Primeiro n6)  (3.39)

9 2Az 2Ax
e
1 3011\6/;3:1 — 4C§4+1 + Cz’ffh 3CJ’§4+1 — 403 + Chyy )
1 _ 1ti H). A4
2( 2Az - 2Ax ) 0 (Hlmong).(340)
Reescrevendo:
—3CTT 40T — Ot 30 — ACK + C%
1 +4A32; 3 _ 94 4Ax2 T3 (Primeiro no) (3.41)
e
3CKHL 40kl Lokl 30k ACH — C) ’
M+1 v T COpn _ a1 T 200 M1 (Ultimo no). (3.42)

4Azx 4Azx

A partir das discretizagoes (3.37), (3.41) e (3.42) forma-se um sitema linear com as
equagoes de cada n6 do problema unidimensional em cada passo de tempo, como no
método de Euler implicito. No caso deste método, a equacao matricial sera diferente, da

seguinte forma:
AXF = bk (3.43)

onde

v = EX*, (3.44)
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com A e F matrizes tridiagonais:
-2 9 =3 0 0
0o -2 -2 0
A — 2 .SD 2 (3.45)
A A
| 0 0 & & 1
e
5 VY 5 0 0 0 0
A A
0 = - 0 0 0
E = 2 4 2 (3.46)
A A
0 0 0 = - 0
2 4 2
-1 1 -3
L 00 0 0 x5 A 7asd
At At
sendo p =1+ 7R*(oz, d(zite)) +Aep =1— TR*(Oz, d(zi, tr)) — A
O vetor com as incognitas referentes a cada passo de tempo
CY
C3
Ck
Xk = N (3.47)
Cli
Chrn
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C{f—l—l
C§+1
Cvk:-i-l
Xk = 3: . (3.48)
CJ/\f/I—l-l

k+1
CM—H

Nota-se que em cada passo de tempo, primeiro hé a multiplicacao da matriz £ com

o vetor solucdo no passo de tempo anterior X*. Apos isso, é resolvido o sistema linear.

3.4 Esquema Bidimensional (2D)

No problema bidimensional é considerado o dominio retangular descrito na Figura 3.5,
neste caso utilizaremos o modelo de evolugao do glioma em resposta & terapia descrito
pela Equacgao (3.6), o qual sera resolvido numericamente pelos métodos de Euler implicito
e Crank-Nicolson implicito, como no caso unidimensional. O dominio espacial, descrito
na Figura 3.5, é dividido em M secoes na dire¢ao do eixo x e N secoes na dire¢ao do eixo

y. J& o dominio temporal é dividido em K segmentos nos dando:

T final Linicial
Ar = 3.49

Yfinal — Yinicial
Ay = f N 9

(3.50)

tfinal - tinicial
At = ————. 3.51
— (351)
No dominio bidimensional, Figura 3.5, sao utilizadas férmulas de diferencas finitas
adiantadas e atrasadas para aproximar o contorno representado por I', porém para os nos

dos vértices (n6 A, B, C, e D) ¢é feita a média das aproximacgoes de cada lado adjacente
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'y
B D
G+ 1
Fl FS i—1,7 iJ i+ 1,5
N
-1
A [
I's AT

Figura 3.5: Dominio discretizado 2D

a este n6. Nos nos centrais utilizam-se formulas de diferencas finitas centradas formando

um estencil de 5 pontos.

3.4.1 FEuler Implicito

A partir das formulas de diferengas finitas (3.20) e (3.21) no modelo (3.6) obtém-se:

k+1 k k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
At Ax? Ay?
(3.52)

—R*(a, d(x;,y;, 1)) CF
Pode ser reescrita como:

k+1 k+1
—1aCii1y — 1y Ciji

200 + py) + 1+ ALR* (v, d(s, y5, t))]CEF (3.53)

—p O — p, CFFY = CF

7’_17.j Z7‘7_1 Z?j’

onde:

(3.54)
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D*At
/uy = AyQ .

(3.55)

O contorno do problema bidimensional é composto por 4 lados, os quais serao apro-

ximados pelas respectivas formulas de diferencas finitas:

e contorno I';:

K+l qovktl k+1
3CT; — 4G, + Oy,

‘ = 0; 3.56
e contorno I's:
k+1 k+1 k+1
2Ay ’
e contorno I's:
k+1 k+1 k+1
2Ax
e
e contorno I'y:
3CH —4CH + COF !
o =) (3.59)

2Ay

Os nos coincidentes com os vértices do retangulo (dominio bidimensional) serao apro-
ximados pela média da féormula de diferencas finitas referente aos lados adjacentes a estes

vértices, ou seja:
e N6 A é dado pela média dos contornos I'y e I's:
6CF ! —4CHT + C5 ' —4CT + O = 0; (3.60)
e N6 B é dado pela média dos contornos I'y e I'y:

605171-1-1 - 405,—1’;[1-1-1 + C:?,—kalﬂ - 405—}_\/1 + ijvl—1 - 03 (3-61)
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e N6 C é dado pela média dos contornos I's e I's:

601?431,1 - 401@?111,2 + CJIT/?LJ:1,3 - 40111\7?11 + CJ]\€4+—11,1 =0 (3.62)

e N6 D é dado pela média dos contornos I's e I'y:

601?25:1,1\/“ - 4C§ZJ{J+1 + C]Ifj—ll,N-&-l - 40]’;}:}1,N + CJIT/}:}LN—I = 0. (3.63)

Desta forma, as Equagoes (3.53), (3.56) até (3.63) formam um sistema linear de equa-
¢oes algébricas. Como nos casos unidimensionais, este sistema podera ser representado

na forma matricial:

AXF = bk (3.64)

onde A é uma matriz esparsa e pentadiagonal; X**! o vetor solucdo no passo de tempo
k+1 e b* o vetor dependente da solucdo no passo de tempo anterior e as condicdes de

contorno. O sistema linear (3.64) é resolvido de forma iterativa, em cada passo de tempo.

3.4.2 Meétodo de Crank-Nicolson

Aproximando as derivadas do modelo bidimensional (3.6) pelas formulas de diferengas
finitas (3.20) e (3.21) e fazendo a média das aproximagoes no tempo “k+1” e “k” para as

aproximacoes no espaco, obtem-se:

—EEOk = BLOHL + e + py + 1+ SALR (o, d(ay, ;. 0)]CL

Mz ~gy1 Hy ~ka1
_701'—1,3' - ?Oi,j—l

(3.65)
M 2 *
= 7Cf+17j + Tyck,j—&—l + [_,Uq; — My + 1-— %AtR (Oé, d(ﬂfl, y],tk))]C'k

% 7,7

Ha ~ Hy o~k

2,0—17

onde:
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D*At
c = 3.66
Ha = X (3.66)
e
D*At
[y = Ap (3.67)
No contorno:
e contorno I';:
k+1 k+1 k+1 k k k
3, — 40T ; + Gl _ —3C5; + 407, ; — Ci+2,j. (3.68)
4Nz 4Ax ’ '
e contorno I's:
k+1 k+1 k+1 k k k
3C;; — 40T + i _ =307, +4C7; 1 — Ci,j+2. (3.69)
4Ay 4Ay ’ '
e contorno I's:
k+1 k+1 k+1 k k k
3G, — 4G + O _ =307, +4C7, ; — Gy (3.70)
4Ax 4Ax '
e
e contorno I's:
k+1 k+1 k+1 k k k
4Ay 4Ay ‘ .
Ja para os nos dos vértices tem-se:
e N6 A, média dos contornos I'y e I's:
6CTT —AC5T + C5T — A0t + O = —6CF | (3.72)
‘1”405,1 - C§,1 + 4052 - Cf:s;
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e N6 B, dado pela média dos contornos I'; e I'y:

k1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
GCJVH - 402,?v+1 + C3jv+1 - 401,} + Ci,;r—Z = _601,?\7“ (3 73)
+4CY gy — C§ g +4CT N — C o
e N6 C, média dos contornos I's e I's:
k1 k1 k1 k+1 k+1 k1
6CM++1,1 - 4CM++1,2 + CM++1,3 - 40]\21 + CM+—1,1 = _6CM++1,1 (3.74)
+4OJ]\€/[+1,2 - Cz’f/[+1,3 + 401]\64,1 - OJI\C/[—I,l
e
e N6 D, dado pela média dos contornos I'3 e I'y:
k1 k+1 k+1 k+1 k+1
60]\]+1,N+1 - 4OMfN-u + CM+—1,N+1 - 40]\4—"_+1,N + CM++1,N—1 = —60}31+1,N+1 (3 75)

k k k k
+4Ch N1 — Chrcang: T 405y — Ol v

Assim como nas descri¢coes anteriores, para o método de Crank-Nicolson, no caso

bidimensional, obtem-se um sistema linear do seguinte modo na forma matricial:

FXFT =k (3.76)
com
V= HX* (3.77)

onde F e H sao matrizes pentadiagonais, X**! vetor com as incognitas e X* o vetor com

as solugoes no passo de tempo anterior.

3.5 Analise de Estabilidade

Quando se trata de problemas transientes, isto é, dependente do tempo, faz-se ne-
cessario que os erros provenientes das aproximacoes e discretizagoes estejam controlados,

nao influenciando, desta forma, na solugao obtida pelo método numérico [35].

Para analisar o crescimento destes erros e chegar as condigoes pelas quais eles serao
controlados sera utilizado o método de analise de estabilidade de von Neumann, método
comumente utilizado quando se quer analisar a estabilidade de problemas lineares onde

as condigoes de contorno podem ser removidas ou negligenciadas [35].
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O método funciona basicamente do seguinte modo, assumindo € como o erro devido

as aproximagoes tem-se a solu¢ao numérica X,, escrita como:
X,=X.+¢€ (3.78)

onde X, é a solucao exata do problema. A solucao exata satisfaz a equacao, logo o erro
também deve satisfazer a mesma equacgao para que hajam as mesmas propriedades de

crescimento para o erro numérico e para a solugdo numérica [32].

Considerando-se como periddicas as condi¢oes de contorno, o erro € pode ser decom-
posto em séries de Fourier, e sendo o problema linear, o erro pode ser escrito do seguinte

modo:

e(z,t) = e (3.79)
para o caso bidimensional:

e(z,y,t) = eei ey, (3.80)

A substitui¢ao do erro, Equagao (3.79) e (3.80), nas respectivas equagoes discretas,
garante determinar sobre quais condigbes o fator de crescimento do erro (G) se mantera

controlado. Para que isso ocorra deve-se ter:

G| <1, (3.81)

assim o método se mantera incondicionalmente estavel.

3.5.1 Analise unidimensional

Substituindo-se a Equagao (3.79) na equagao discretizada do método de Euler impli-

cito (3.27), obtem-se:

_)\ea(t—l—At) em(:c—&—Ax) + ,yea(t—i-At) emw . Aea(t—&-At)em(a:—Ax) _ eatemar, (382)
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simplificando e utilizando a relagao

ikAzr _ —ikAzx
cosl = 26 (3.83)

v =14+ AtR* (o, d(x;, tr)) + 2, (3.84)
chega-se ao fator de crescimento do erro (G) para o método de Euler implicito:

G = 6aAt — 1
1+ [2X(1 — cosf) + AtR*(a, d(z,t))]

(3.85)

Do mesmo modo, o crescimento do erro para o método de Crank-Nicolson implicito é

dado por
1 — M1 — cosb) + 2L R* (v, d(z, t
g - LD eost) 4 R da, )] 56,
L+ (M1 — cost) + S R*(a, d(z,1))]
onde \ = D At 0 = kAx e k o numero de ondas.

Az?’
Da anélise de ambos fatores de crescimento do erro, nota-se que para ser satisfeita a

condigao de estabilidade (3.81) deve-se ter:

2A(1 — cosh) + AtR*(«, d(z,t)) > 0. (3.87)

Como o menor valor para o termo da terapia é R*(«,d(x,t)) = —1, Equagao (3.5),

pode-se limitar a analise do crescimento do erro:

2X\(1 — cosh) — At > 0, (3.88)

da qual pode-se notar que havera instabilidade apenas quando cosf# = 1, a nao ser que

seja feita uma discretizacao de forma a obter At proximo de zero.

De modo a ilustrar a analise de estabilidade é feito o grafico do fator de crescimento
do erro (G) em relagdo a variagao de 6, fixando R*(a,d(x,t)) = —1 e utilizando trés
valores para At e \: primeiro, At = 0,01 e A = 0,40; segundo, At = 0,002 e A = 0, 09;
e um terceiro valor, At = 0,5 e A = 0,09. No grafico também é marcado o limite de G,

que pode ser alcancado para ser satisfeita a estabilidade.
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Na Figura 3.6 ¢ descrito o fator de crescimento do erro (G) para o método de Euler
e na Figura 3.7 para o método de Crank-Nicolson. A analise desses resultados justifica
os calculos descritos acima, ou seja, o iinico ponto no qual nao é satisfeita a condigao de
estabilidade sera quando cosf = 1, porém com uma discretizacao coerente, como feito

para o segundo caso (At = 0,002), obtém se G muito proximo a 1.

No entanto, é interessante observar o terceiro caso, At = 0,5 e A = 0,09, o qual nao
satisfaz a Equacao (3.88). Note que 2.(0,09)(1 — cosf)) — 0,5 deve ser maior ou igual a
zero. Porém, para qualquer valor de cosfl, nao sera satisfeita essa condicao, implicando
na instabilidade para os métodos numéricos com essa discretizagao, ou seja, fator de
crescimento do erro (G) para este caso sempre maior do que 1. Desta forma, o método de

Euler implicito e Crank-Nicolson implicito sao estaveis se satisfeita a condi¢ao da Equagao

(3.88).

12+ TS V B

G (fator de amplificagé@o do erro)

Primeiro
= = = Limite

Segundo
‘‘‘‘‘ Terceiro

. . . .
1 2 3 4 5 6
grau (radiano)

Figura 3.6: Fator de crescimento do erro (G) para Euler 1D

3.5.2 Analise bidimensional

Substituindo-se a Equagao (3.80) na equagao discreta do método de Euler implicito

do caso bidimensional, Equac¢ao (3.53), obtém-se:

_quea(t—l—At) ein@—l—Am) eily _ Nyea(t—&-At) einxeil(y+Ay)

+¢€a(t+At)€in:ceily (389)
a(t+At) em(foa:) ety

a(t+At) piRT 6il(yfAy) — pat gikz ily

—Hz€ — Hy€

Dividindo-se todos os termos por e®e’*e™¥ e utilizando-se as seguintes relacoes:

ikAx __ —ikAx
cosh) = < 26 ) (3.90)
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Primeiro
= = = Limite
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| Terceiro

G (fator de amplificagé@o do erro)

0 1 2 3 4 5 6
grau (radiano)

Figura 3.7: Fator de crescimento do erro (G) para Crank-Nicolson 1D

eilAy o e—ilAy

costhp = ————— (3.91)

¢ = 2(x + pty) + 1+ AtR*(a, d(z,y,1)). (3.92)

Chega-se ao fator de crescimento do erro (G) no caso bidimensional para o método de
Euler implicito:

1

1+ [202(1 — cosO) + 2, (1 — costp) + AtR* (v, d(z, y, )] (3.93)

G:

Do mesmo modo que foi desenvolvido para o método de Euler, chega-se ao fator de

crescimento do erro no caso bidimensional para o método de Crank-Nicolson implicito:

1 [z (1 — cosO) + p, (1 — cosp) + —AtR*(a’Qd(x’y’t))]

AtR*(a,d(x,y,t)) ] ’

G —
1+ [pz(1 — cosO) + pu, (1 — cosyp) + 5

(3.94)

DAt DAt
Z&:UZ ) [Ly - sz/2 )

Assim como analisado no caso unidimensional, para ser satisfeita a condigao (3.81)

onde p, = 0 = kAx e v = [Ay.

deve-se ter:

20, (1 — cosb) + 2, (1 — cosyp) + AtR* (o, d(x, y,t)) > 0. (3.95)
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Como o menor valor para o termo da terapia é R*(«, d(z,y,t)) = —1, equagao (3.5),

pode-se limitar a analise do crescimento do erro:

200, (1 — cosb) + 2p, (1 — cosyp) — At > 0, (3.96)

do qual pode-se notar que havera instabilidade apenas quando cosf = cosyp = 1.

Assim como no caso unidimensional, o método de Euler implicito e Crank-Nicolson
implicito sao estaveis caso seja feita uma discretizagdo no dominio temporal e espacial
de modo que satisfaga a condi¢ao (3.96). Isso devido ao fato do termo R* receber valo-
res negativos, caso contrario ambas as metodologias empregadas sao incondicionalmente

estaveis.

Os resultados desta anéalise de estabilidade correspondem aos obtidos por J. I. Ramos
[36]. Para um caso particular, no qual é negligenciado o termo reativo, ou seja, o problema
¢ puramente difusivo (R*(«,d(x,y,t)) = 0), a andlise de estabilidade de von Neumann

mostra que ambos os métodos sdo incondicionalmente estaveis [32, 37].

3.6 Codigo Computacional

O co6digo computacional desenvolvido neste trabalho foi implementado no ambiente
MatLab®. A partir deste codigo é possivel resolver o sistema linear de equagoes algé-
bricas definido pela discretizagao dos dominios espacial e temporal, através dos métodos
numéricos. Com isso, é possivel simular todos os casos utilizados neste trabalho, os quais

serao apresentados posteriormente.

Uma visao geral deste codigo é mostrada pelo diagrama de blocos, Figura 3.8. Onde,
a partir do inicio do processo, sao definidos os pardmetros da matriz A, isto é, particoes

no dominio espacial e temporal, condig¢oes iniciais e de contorno; gerando também o vetor

b.

Definido os parametros da matriz A e o vetor b, é iniciado o ciclo incremental, onde
é inserido o termo referente a terapia, quando ha administracao de dose neste periodo de
tempo K, e resolvido o sistema linear a cada passo de tempo K até o Kmax (nimero de
partigdes do dominio temporal). Com isso, é obtida uma solugao para cada tempo K e o

raio do tumor, posteriormente apresentado e calculado, referente a esta solucao.

Terminado o ciclo incremental, ou seja, resolvido o tltimo sistema linear referente ao
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altimo K, isto é, Kmax, é encontrada a solu¢ao do problema para o periodo observado,

gerado os graficos e finalizado o processamento.

Solugio = X

Definicao dos
parametros da Matriz
A, condigdes iniciais
& Kmax (particao

do dominio

Iniciais &
Contarno, esql

Definicdo do Vetorb a
partir das condicies

periodo de dose.

de
uema e

Sim

Geracdo dos
graficos

Néo

Ciclo Incremental )

K=1,2,3...

X=Alb

Calcular o raio

Figura 3.8: Diagrama de blocos do cédigo computacional

b=X

Matriz A
recebe a dose




Capitulo 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados os resultados para as verificagoes dos codigos com-
putacionais unidimensional e bidimensional, Secao 4.1; assim como os resultados obtidos
para a simulacao do crescimento do glioma em resposta a radioterapia utilizando a meto-
dologia proposta, Secao 4.2. Nas Secoes 4.2.3 e 4.2.4 sao feitas simulagoes de forma a ser
observada a evolucao do raio do tumor em relacao a variagao dos parametros do modelo.

Na Secao 4.3 é feita a simulacao do crescimento do glioma em resposta a BNCT.

4.1 Verificagao Unidimensional e Bidimensional

4.1.1 Unidimensional

Considera-se o problema adimensional unidimensional com D* = 1, R* = 1 e condi-

—2t

¢oes de contorno e iniciais tal que a solugdo seja c(z,t) = cos(z)e . As solugoes exata e

numeérica sao mostradas na Figura 4.1, com diferentes discretizagoes na parte temporal.

Cxt)
C(x.b)

(a) Az = 0,001 e At = 0,004 (b) Az = 0,001 e At = 0,001

Figura 4.1: Simulagdo com variagao em At
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Observa-se, a partir da Figura 4.1, que quanto menor o valor de At, menor é o erro
das solugoes numéricas. Visto que o erro numérico absoluto méaximo para o item (b) é
menor, ou seja, para o item (a): Fgyer = 0,0117 € Ecrank—nicoison = 0,005; para o item
(b): Egyier = 0,0004 € Ecrank—nicotson = 0,0002.

Estes resultados sao justificados pela analise de estabilidade e pelas estimativas classi-

cas de erro, visto que o problema ¢ condicionalmente estavel para ambas as metodologias.

4.1.2 Bidimensional

Considerando-se a equacao bidimensional com D* = 0,5, R* = 1 e condigoes de
contorno e iniciais tais que a solugao da equagao seja c(z,y,t) = cos(x + y)e ' com

0<z<1,0<y<le0<t<I.

Os resultados dessas simulagoes sao mostrados nas Figuras 4.2 e 4.3 para os métodos

de Euler e Crank-Nicolson, respectivamente.

Eixo Y 0 o Eixo X 0 o Eixo X

Eixo Y 0o Eixo X

Figura 4.3: Resultados pelo método de Crank-Nicolson

Na Figura 4.4 é feita uma comparagao entre esses resultados e a solucao exata do

problema, através de um corte em y = 0,5. Nota-se que para a discretizacao, Ax =
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Ay = 0,03 e At = 0,02, Figura 4.4(a), o método de Crank-Nicolson é mais preciso se
comparado ao método de Euler, chegando a solucao exata do problema. Com erro absoluto
Epuer = 0,005 ¢ Ecrank—Nicoison = 0,00004. Porém, como pode ser observado na Figura
4.4(b), uma maior discretiza¢ao no dominio temporal, Az = Ay = 0,03 e At = 0,005,
produz resultados mais préximos a solugao exata do que na simulagao anterior para o
método de Euler, visto que os métodos sao incondicionalmente estaveis para este problema
e que a solugao pelo método de Crank-Nicolson coincide com a solucao exata do problema.

Com erro absoluto Egye, = 0,0013 € Ecrank—Nicotson = 0, 00006.

Crank-Nicolson| Crank-Nicolson|
* Exata * Exata
Euler Euler

Cxy)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Eixo X Eixo X

(a) Az = Ay =0,03 e At =0,02 (b) Az = Ay =0,03 e At = 0,005
Figura 4.4: Solugao exata e numérica para os métodos de Euler e Crank-Nicolson

Se considerarmos o mesmo problema com mesmas condi¢oes, mas com D* = 2 e

R* = —2 obteremos a mesma solugao c(z,y,t) = cos(x + y)e %

. Neste caso, a analise de
estabilidade nos mostra que para este problema as metodologias sao estaveis, logo uma

maior discretizacao nos leva a obter os resultados apresentados pela Figura 4.5.

T T
Crank-Nicolson

Cxy)

I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Eixo X

Figura 4.5: Solucao com corte em y = 0,5

Nesta simulagao foi feita discretizacoes onde Ax = Ay = 0,0143 e At = 0,005. Ape-
sar da estabilidade, o resultado pelo método de Crank-Nicolson se aproximou da solu¢ao

exata do problema, j4 o método de Euler se manteve a uma faixa de erro superior ao
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observado pelo método de Crank-Nicolson. Neste caso o erro absoluto é Ec,ank—Nicolson =

0,00006 e Egyer = 0,0094.

4.2 Simulacao do Crescimento do Glioma em Resposta
a Radioterapia

A simulacao do crecimento do Glioma em resposta a radioterapia é feita baseada
nas simulagoes e resultados descritos por Rockne et al. [10], dos quais foram utilizados

os seguintes parametros do modelo de crescimento do glioma: D = 0,0039 mm?/dia,

p =0,0453/dia, o = 0,0305 Gy~!, /3 = 10.

No trabalho de Rockne et al. [10], foi simulada a evolugao do glioma em resposta a
diversos casos de fracionamento de dose, dos quais foram apresentados, em um gréfico de
evolugao do raio do tumor versus tempo, os resultados de alguns casos de fracionamento
com doses adiministradas uma vez ao dia. Foi constatado, através dessas simulagoes, que
a adiministracao de uma tnica dose diaria é mais eficaz que a adiministragao de inimeras
doses em um tnico dia. Além disso, pode-se observar que o caso de fracionamento de dose
“DOT = 5 dias” obteve maior eficicia quanto a evolucao do raio do tumor, pois houve

um maior periodo no qual o raio se manteve estavel, muito préximo de zero.

Nas simulacoes em resposta a radioterapia, deste trabalho, sao considerados os es-
quemas de fracionamento de dose mostrados a seguir. Esses esquemas de fracionamento
foram escolhidos em conformidade com o trabalho de Rockne et al. [10], pois ha resultados

para serem comparados, e sdo descritos de acordo com os dias de tratamento (DOT):

e DOT = 1 dia - Dose de 60 Gy adiministrada em um tnico dia e 4,2 Gy de reforco

adiministrada no dia seguinte;

e DOT = 5 dias - 5 fragoes de 12,2 Gy adiministrada diariamente e 3,2 Gy adiminis-

trado no sexto dia como reforgo;

e DOT = 15 dias (3 semanas de tratamento) - Primeira semana, doses diarias de 2,8
Gy; segunda semana, doses didrias de 3,5 Gy; terceira semana, doses diarias de 6,5

Gy,

e DOT = 25 dias (5 semanas de tratamento) - Primeira semana, doses diarias de
2,0 Gy; segunda e terceira semana, doses diarias de 2,9 Gy; quarta semana, doses

diarias de 3,0 Gy e quinta semana, doses de 2,0 Gy;
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e DOT = 35 dias (7 semanas de tratamento) - Adiministrando 1,8 Gy durante todos

os cinco dias de cada semana.

Também sao consideradas, nestas simulagoes, a prescricao de doses tinicas e diérias,
totalizando no méaximo 61,2 Gy + 5% de acordo com o centro médico da Universidade de
Washington, adiministradas durante os cinco dias da semana, deixando o fim de semana
para descanco. A dose de refor¢co é adiministrada no dia seguinte ao fim da terapia,
nos casos em que o dia de tratamento é menor do que 15 dias; nos demais casos de
fracionamento, a dose de reforco é adiministrada durante a ultima semana de terapia,
nunca excedendo o limite méximo de dose. Além disso, para facilitar a comparacao dos
resultados deste trabalho com os de Rockne et al. [10] e verifica-lo, é gerado um grafico
do raio do tumor versus tempo. Onde o raio do tumor é calculado assumindo a margem
detectavel deste tumor, a partir da condicao inicial, ou seja, a margem detectavel é dada

CO1mo:

c(x,t), se c(x,t) > co(x,t).0,6126;

c(z,t) =
0, outros casos;

(4.1)
desta forma, é obtido o gréfico, Figura 4.6, onde é calulado o raio do tumor através desta
margem detectavel, margem cinza. Em outras palavras, o comprimento desta margem,

no eixo x, é o raio do tumor.

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

c(x.t)

0.4

0.3

0.2

0.1

- . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x(cm)

Figura 4.6: Concentracio inicial, ¢(z,0) = L* 17" com a margem detectavel do tumor

4.2.1 Resultados unidimensionais (1D)

Nestas simulagoes, é utilizado o modelo adimensional unidimensional (3.4) assumindo,
. e~ e e _ 2 .~ ~
como no artigo [10], a condigao inicial ¢(z, 0) = L3e7!%9"" ¢ a condi¢io de contorno n-Ve =

0, por nao haver metastase. Além disso, foram feitas simulac¢oes para os cinco esquemas de
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fracionamento de dose, os resultados obtidos serao apresentados nas subsegoes seguintes

para ambos os método.

4.2.1.1 Resultados - Método de Euler e Crank-Nicolson

A simulagao do esquema de fracionamento “DOT = 1 dia” produz como resultado os
graficos de concentracgao de células tumorais no passo de tempo final, Figura 4.7. Sendo
exposto na Figura 4.7(a) o resultado para a simulagao pelo método de Euler e na Figura

4.7(b) para o método de Crank-Nicolson.

C(x,t)
C(x,t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x(cm) x(cm)

(a) Método de Euler (b) Método de Crank Nicolson
Figura 4.7: Concentracao de células tumorais no tempo final para o Caso DOT = 1 dia

Observando esses graficos é possivel notar resultados diferentes, devido a precisao
dos métodos numéricos, ji que a concentracao de células tumorais no item (a) difere
da concentragao do item (b). A justificativa para essa diferenga se da pelo método de

Crank-Nicolson ser mais preciso do que o método de Euler.

Na Figura 4.8 é apresentado, para o mesmo esquema de tratamento, a evolugao do

raio do tumor.

3
Crank-Nicolson
= = = Euler - |
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Figura 4.8: Evolugao do raio do tumor para o Caso DOT = 1 dia
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Este raio é calculado em cada passo de tempo a partir do grafico da concentragao
de células tumorais, onde foi utilizada a margem detectéavel do tumor. Para o caso de
fracionamento em questao, é administrada uma dose forte de 60 Gy no primeiro dia e
um refor¢o no segundo dia. Essa administragao faz com que o raio do tumor decresga e,
ap6s um periodo, cresca de forma exponencial. Como na analise dos resultados referente
a concentracao de células, neste também hé diferencas para cada método simulado. Por
exemplo, para a simulacao pelo método de Crank-Nicolson o raio do tumor decresce e se
mantém préoximo de zero por um periodo de tempo; ja para o método de Euler o raio

decresce até aproximadamente 0,3 cm e apo6s isso continua a crescer, imediatamente.

Para o esquema de tratamento “DOT = 5 dias” os graficos de concentragao de células

tumorais no passo de tempo final sao exibidos pela Figura 4.9.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x(cm) x(cm)

(a) Método de Euler (b) Método de Crank Nicolson

Figura 4.9: Concentracao de células tumorais no tempo final para o Caso DOT = 5 dias

Observa-se, a partir desses graficos, que a concentracao de células tumorais no passo
de tempo final é maior para o método de Euler implicito, do que o simulado pelo método

de Crank-Nicolson.

Na Figura 4.10 é mostrada a evolug¢ao do raio do tumor para as metodologias empre-

gadas.

A observacgao da evolucao do raio do tumor durante os 80 dias, para este esquema de
tratamento, Figura 4.10, leva a perceber que a administracao de doses fracionadas implica
no decrescimento do tumor até praticamente sua erradicagao por um periodo maior do
que 30 dias, apos isso o tumor volta a evoluir. A comparagao destes resultados nos mostra,
mais uma vez, que ha uma diferenca nos valores dos raios, sendo que para o método de
Euler o periodo no qual o raio do tumor ¢ estével e proximo de zero é menor, cerca de 10

dias a menos do que o periodo simulado pelo método de Crank-Nicolson.
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Crank-Nicolson
18 = = = Euler

10 20 30 40
Tempo(dia)

Figura 4.10: Evolugao do raio do tumor para o Caso DOT = 5 dias

O esquema de tratamento “DOT= 15 dias”, administrado durante 3 semanas com
doses crescentes, produz o grafico de concentracao de células tumorais, Figura 4.11, do

qual pode-se chegar as mesmas observacoes feitas nas simulagoes anteriores.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x(cm)

(a) Método de Euler (b) Método de Crank Nicolson

Figura 4.11: Concentracao de células tumorais no tempo final para o Caso DOT= 15 dias

Para a evolugao do raio, foram obtidos os resultados apresentados na Figura 4.12, o

qual pode ser comparado entre as metodologias aplicadas.

25

= = = Crank-Nicolson
Euler

raio (cm)

.
20 30 40 50 60 70 80
Tempo(dia)

Figura 4.12: Evolugao do raio do tumor para o Caso DOT = 15 dias
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Nota-se, através desses graficos, que ha um aumento nas oscilagoes para os resultados
produzidos pelo método de Euler, principalmente no periodo em que esta sendo admi-
nistrada a terapia. Logo, o erro cresce de forma que com o passar do tempo o raio seja

diferente para cada metodologia.

Para o caso em que o esquema de fracionamento de dose é o “DOT = 25 dias”, os
resultados para a concentracao de células tumorais sao apresentados pela Figura 4.13,
onde é obtido o mesmo comportamento identificado nos outros resultados, isto é, concen-
tracao de células tumorais diferentes para cada metodologia, ocasionado pela precisao dos

métodos numeéricos.

18 1 18 1

16 1 16 1

14 1 14 1

12 1 12 1

C(x,t)
C(x,t)

0.8 1 08 1

0.6 1 0.6 1

0.4 1 0.4 1

0.2 4 0.2 4

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x(cm) x(cm)

(a) Método de Euler (b) Método de Crank Nicolson

Figura 4.13: Concentracao de células tumorais no tempo final para o Caso DOT = 25
dias

Na Figura 4.14 é exibida a evolugao do raio do tumor para o esquema de tratamento
“DOT = 25 dias”, durante o periodo de 80 dias.

2.4

= = = Crank-Nicolson
Euler b

22

raio (cm)

|
10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(dia)

Figura 4.14: Evolugao do raio do tumor para o Caso DOT = 25 dias

A observacao da evolugao do raio nos leva a perceber maiores oscilagoes na simulagao

pelo método de Euler, concentradas principalmente durante as 5 semanas da terapia.
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Nota-se, a partir da comparacao entre esses resultados, o comportamento semelhante da
evolugao do raio do tumor para ambas as metodologias, apesar da presenca de oscilacoes,
visto que hé cinco decaimentos referentes as aplicagoes da terapia e, apds o fim da mesma,

o raio cresce de forma exponencial.

A partir da simulagao do esquema de tratamento “DOT = 35 dias” é obtido o grafico

da concentracao de células, Figura 4.15.

25 T T T T T T T T T 25 T T T T T T T T T

15 1 15 1

C(x,t)
C(x,t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x(cm) x(cm)

(a) Método de Euler (b) Método de Crank Nicolson

Figura 4.15: Concentracao de células tumorais no tempo final para o Caso DOT = 35
dias

A observagao destes graficos mostram diferengas entre os resultados para cada me-
todologia na concentracao de células tumorais e no raio do tumor, margem detectavel,
como nos outros casos simulados, podendo ser melhor observado com a evolugao do raio

do tumor, Figura 4.16.
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Figura 4.16: Evolucao do raio do Tumor para o Caso DOT = 35 dias

As mesmas observagoes e conclusoes feitas para os casos anteriores podem ser feitas
para este caso de terapia, porém pode ser notada a presenca de maiores oscilagdes no

decorrer da terapia para as simulacoes pelo método de Euler e comportamento semelhante
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para ambas as simulagoes.

Com base nos graficos de concentragao de células tumorais e no raio do tumor, para
todos os casos, é possivel observar e comparar os resultados obtidos por cada metodologia,
a partir da reuniao de todos os gréficos de concentracao de células tumorais e raio do

tumor, apresentados pela Figura 4.17 e Figura 4.18.

4 T T

= = =DOT=1dia
DOT=5dias ||
= = = DOT= 15 dias
~——— DOT= 25 dias
DOT= 35 dias

C(x,t)
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(a) Método de Euler
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T
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DOT= 5 dias
Y = = =DOT= 15 dias||
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C(x,t)
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(b) Método de Crank-Nicolson

Figura 4.17: Concentragao de células tumorais no tempo final para todos os casos

A partir do gréfico, Figura 4.17, percebe-se que a concentracao de células tumorais
é diferente para cada esquema de fracionamento no periodo final de observacao, isto é,
no fim dos 80 dias. Note que no caso em que é administrada uma dose tnica e mais
forte, “DOT = 1 dia”, o grafico descreve concentracao de células tumorais maior do que os
outros esquemas de terapia. Estes resultados justificam o uso de doses fracionadas para
a radioterapia, pois como pode ser percebido reflete em resultados melhores e se torna
essencial no planejamento da terapia, por mostrar as possiveis concentragoes de células

para cada esquema de tratamento.
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Em se tratando da evolucao do raio do tumor, Figura 4.18, é possivel observar nao
apenas o resultado final para o raio, mas também o comportamento do tumor durante os

80 dias de observacao.

=——— DOT= 1 dia
=——— DOT=5 dias
250 = - DOT= 15 dias
DOT= 25 dias
DOT= 35 dias
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(a) Método de Euler

T
DOT=1 dia

DOT=5 dias

DOT= 15 dias
DOT= 25 dias
DOT= 35 dias

raio (cm)

Tempo(dia)
(b) Método de Crank-Nicolson

Figura 4.18: Evolucao do raio do tumor para todos os casos

Nota-se, através desses graficos, que ha diferengas nas simulagoes para cada método,
desde a presenca de maiores oscilagoes nos resultados produzidos pelo método de Euler,
Figura 4.18(a), como maiores periodo de raio estavel e proximo de zero, para o método de
Crank-Nicolson. Além disso, com base na observagao dos resultados descritos por Rockne
et al. [10], Figura 4.19, é possivel notar resultados com comportamento semelhante aos

descrito neste trabalho, além da presenca de maiores oscilagoes no decorrer dos gréficos
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de evolugao do raio do tumor, nos casos descritos por Rockne et al. [10]. Por exemplo,
observando o caso “DOT = 1 dia”, é notéria a presenca de maiores oscilagoes no grafico
Figura 4.19, sabendo-se que as discretizagoes para as simulagoes, Figura 4.18, sao feitas

de modo a se alcancar estabilidade numeérica.

—DOT: 1 day
——5 days

25H==15 days
------- 25 days
- - -35 days
2 | —=—45 days

T1Gd Tumor Radius (cm)
%]

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Time (Days) XRT Startatt=0

Figura 4.19: Evolu¢do do raio do tumor, Rockne et al. [10]|; Permissio verificada em:
http://www.copyright.gov/fls/f1102.html

Por apresentar menores oscilagoes e maior precisao, o método de Crank-Nicolson
torna-se mais confiavel para a simulagao da evolugao do glioma, em compara¢ao com o0s
resultados simulados pelo método de Euler. Sendo que de todos os casos simulados o
esquema de terapia “DOT = 5 dias” foi mais eficaz, apresentando melhor resultado para
a evolucao do raio do tumor, o qual se manteve estavel e proximo de zero por um periodo
maior do que 40 dias, estando em conformidade com os resultados descritos por Rockne
et al. [10]. E importante ressaltar que este periodo de estabilidade e raio minimo permite
a aplicacao de uma outra abordagem terapéutica, demonstrando que o conhecimento da

evolucao do tumor permite o planejamento mais adequado para cada paciente.

4.2.2 Resultados Bidimensionais (2D)

Para as simulagoes bidimensionais sao consideradas as mesmas condi¢oes de contorno

... _ 2 2 ~ . . . .
e inicial; ¢(z,0) = L3e 10 +¥7) ¢ 71 . Ve = 0, respectivamente. O intuito dessas simula-
¢oes ¢ complementar as simulagoes feitas anteriormente e com isso notar que as solugoes

bidimensionais possuem comportamento semelhante as solugoes unidimensionais. Com
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isso, verificaremos os c6digos bidimensionais e, ap6s isso, estaremos aptos a aplicar estes

codigos para as simulagoes com outro tipo de tratamento, no caso deste trabalho & BNCT.

As simulagbes para os casos bidimensionais seguem o mesmo padrao descrito em uma
dimensao. Optamos por situar o tumor na origem para que seja facilmente calculado
o raio, como descrito no caso unidimensional. Além disso, apresentaremos apenas oS
resultados obtidos pelo método de Crank-Nicolson, ja que este é de segunda ordem de
precisao no espaco e no tempo, consequentemente produzindo solugoes mais confiaveis,

como notado no caso unidimensional e na verificacao bidimensional, Secao 4.1.

4.2.2.1 Resultados - Método de Crank-Nicolson

Os gréficos de concentragao sao apresentados na Figura 4.20, ja a evolucao do raio do

tumor é apresentado nos proximos graficos.
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Figura 4.20: Concentragao inicial de células tumorais

A concentracao méaxima de células tumorais é a mesma utilizada para o caso unidi-
mensional, assim como a margem detectavel do tumor. Por simplicidade, optamos por
apresentar apenas os graficos da evolucao do tumor, ja que com este grafico é possivel

notar o comportamento do tumor no decorrer dos 80 dias.

Nas Figuras 4.21 a Figura 4.23 sao apresentados os resultados da evolugao do raio
do tumor para os casos de fracionamento “DOT = 1 dia”, “DOT = 5 dias” e “DOT = 15

dias”, respectivamente.

Observa-se que os resultados para essas simulacoes sao semelhantes aos unidimensio-
nais. Porém, como a malha utilizada no caso unidimensional é mais refinada, isto é, possui

Az e Ay menores do que os utilizados nesta simulagoes, ha maiores oscilagoes e periodos



4.2 Simulagao do Crescimento do Glioma em Resposta a Radioterapia 65

raio (cm)

0 I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Tempo(dia)

Figura 4.21: Evolucao do raio do tumor 2D, DOT = 1 dia
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Figura 4.22: Evolugao do raio do tumor 2D, DOT = 5 dias

onde o raio possui valores constantes. A malha no caso unidimensional ¢é discretizada

obtendo Az = 0,00025 e no caso bidimensional foi utilizado Az = Ay = 0,003.

Na Figura 4.24 e Figura 4.25 sao apresentados os casos de simulagao “DOT = 25 dias”
e “DOT = 35 dias”, respectivamente. Para o primeiro caso, 25 dias, mesmo com oscilacoes
h& um corpotamento semelhante ao apresentado nas simulagoes unidimensionais. Ja para
o esquema de fracionamento de 35 dias, nesta circunstancia de discretizagao, ha também
um comportamento semelhante ao caso unidimensinoal, mas com a presenca de maiores

oscilagoes.

A evolucao do raio do tumor no caso bidimensional tem comportamento semelhante
com a do caso unidimensional, porém com variacoes causadas pelas oscilagoes provenientes

da discretizacao do dominio espacial, pois o raio do tumor é calculado a partir destas
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Figura 4.23: Evolugao do raio do tumor 2D, DOT = 15 dias
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Figura 4.24: Evolugao do raio do tumor 2D, DOT = 25 dias

discretizagoes. Logo, quanto maior a discretizagao do dominio espacial, mais aproximado

e continuo sera o gréafico de evolugao do raio do tumor.

Além disso, maiores discretizagoes no dominio bidimensional nos leva a resolver sis-
temas de equagoes algébricas de ordem muito elevada, elevando o custo computacional
e o tempo de simulacao. Este tempo de simulagao ¢ um fator muito importante quando
se deseja fazer uso destes resultados em um planejamento do tratamento de um paciente,
pois para um caso de cancer tao agressivo, como o glioblastoma, é inconveniente esperar
muitas horas ou dias para finalizar uma simulacao e, apds isso, serem feitas as devidas

analises e conclusao do melhor plano de tratamento.

Com os resultados apresentados, tanto unidimensional quanto bidimensional, ficam

verificadas as simulagoes com base nas comparagoes entre estes resultados e os resultados
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Figura 4.25: Evolugao do raio do tumor 2D, DOT = 35 dias

obtidos por Rockne et al. [10], sendo obsevado que os resultados bidimensionais foram

verificados com os resultados unidimensionais.

4.2.3 Variacao do Raio do Tumor em Relacao ao Parametro “a”

O parametro a tem uma relacao muito importante com a eficicia da terapia. Se
notarmos no Modelo (2.2), o termo que descreve os efeitos da radioterapia no tumor
faz uso dos parametros «, ( e a relagdo a/f representa a sensibilidade do tecido. Nas
simulagoes descritas neste capitulo a relagao /3 é fixada em 10 Gy; n, ntumero de fragoes,
e d, dose fracionada, sao determinados de acordo com o esquema de tratamento. Com

isso, nota-se que o efeito da terapia é claramente dependente do paremetro «.

Para ser facilmente visualizada esta dependéncia, foi simulada o crescimento do raio
do tumor unidimensional para o esquema de terapia “DOT= 5 dias” com valores de
0.025 < a < 0.036. Independente da escolha do esquema de tratamento serd notada a
relacao entre o parametro « e a eficicia da terapia, porém como o esquema “DOT= 5 dias”
obteve melhores resultados ¢ interessante analisa-lo. Desta forma, chega-se ao resultados
descrito pelos gréaficos na Figura 4.26, onde foram utilizadas as mesmas condigoes iniciais

e de contorno empregada na simulacao unidimensional, apenas variando o valor de a.

Observando o grafico, Figura 4.26, é possivel notar que a variagao do parametro o nao
implica em mudancas no comportamento da evolucao do raio do tumor para o esquema
de terapia. Nota-se que o raio do tumor, para todos os diferentes valores de «a, parte de
um ponto inicial, decresce, se mantém por um determinado periodo muito proximo de

zero e apos isso volta a crescer.
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Figura 4.26: Evolucao do raio do tumor para o esquema de terapia DOT = 5 dias com a
variacao de «

A diferenca na evolugao do raio se da na eficicia da terapia. Note que para valores
alto de «a, por exemplo o = 0.036, ha um maior periodo de tempo em que o raio do tumor
se mantém estéavel e proximo de zero. Ja para valores mais baixo, por exemplo a = 0.025,
a terapia é menos eficaz, pois o raio do tumor se mantém estavel e proximo a zero por

um periodo de tempo menor.

Em outras palavras, a partir da observagao destes resultados conclui-se que valores
altos de o implicam em uma baixa resisténcia das células de glioma & terapia, significando
uma eficicia maior do tratamento. Porém os valores baixos de a acarretam em uma alta
resisténcia dessas mesmas células a terapia, indicando um resultado pior se comparado aos
outros valores de a. Estes resultados condizem com os descritos por [3, 10, 20| e servem
como base para o planejamento do tratamento, pois sao valores diretamente ligados a

eficiéncia da terapia.

4.2.4 Variagao do Raio do Tumor em Relacao aos Valores de D
ep

Como descrito no Capitulo 2, 0 Modelo (2.2) descreve a dinadmica do glioma em fungao
dos parametros D e p, onde os valores desses parametros sao calculados a partir de duas
imagens de ressonéncia magnética sem intervencao de tratamento, e com esses valores
pode-se estimar a velocidade de crescimento aproximado do raio do tumor [3]. Além
disso, a variagao dos valores de D e p permite estimar os quatro distintos graus do tumor:

Alto grau (valores de D e p altos), os dois graus intermediarios (valores alto de D e baixo
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de p ou baixo de D e alto de p) e baixo grau (valores baixo de p e baixo de D) [20].
A partir da definicao da velocidade de crescimento do raio também pode-se chegar ao
grau de malignidade do glioma, gliomas de alto grau possuem velocidade de crescimento
aproximadamente entre 10 e 200 mm/ano, ja o glioma de baixo grau possui velocidade

proxima de 2 mm/ano [38|.

Para demonstrar a relacao entre esses parametros e o raio do tumor, sera simulado
e observado, para o esquema de terapia “DOT = 5 dias”, a influéncia da variagao desses
parametros na eficacia da terapia. Nesta simulacao é utilizada a variacao do parametro
D, 0,0164 < D < 0,8877, e p /dia, 0,0027 < p < 0,0877, decorrente da observagao de
29 tumores [38]. Sendo utilizada a combinagao dos seguintes valores: Dygizo = 0,0164

mm?/dia, Dgyo = 0,887 mm?/dia, pyaizo = 0,0027 /dia e paso = 0,0877 /dia.

O resultado da evolugao do raio do tumor para esses diferentes valores de D e p é

apresentado na Figura 4.27.
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Figura 4.27: Evolucao do raio do tumor para o esquema de terapia DOT = 5 dias com a
variacao de D e p (Gl a G4)

Os graficos dessa figura correspondem a simulacao do crescimento do raio do tumor
combinando os parametros da seguinte forma: G1 (Dpgizo € Praizo); G2 (Dbaizo € Paito), G3
(Dato € paizo) © G4 (Dato € pairo)- A velocidade de crescimento do raio do tumor sera
aproximadamente para cada glioma: G1, v = 4,85 mm/ano, G2, v = 27,67 mm/ano;

G3, v = 35,73 mm/ano e para G4, v = 203,67 mm/ano.

Observando os graficos, percebe-se que os casos de simulagao do glioma G1 e G3
obtiveram melhor resposta a terapia. Nota-se que o raio do glioma, nestes casos, se

mantém estavel, proximo a zero, por um periodo maior do que os 80 dias. Esse tempo é
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melhor observado através dos gréaficos apresentados pela Figura 4.28; o qual foi simulado

por um periodo de tempo de 1120 dias (3 anos e 25 dias)
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Figura 4.28: Evolucao do raio do tumor para o esquema de terapia DOT = 5 dias com a
variagao de D e p (G1 e G3)

A partir desse grafico, pode-se notar que o glioma G1 possui um periodo com raio
estéavel e proximo de zero de aproximadamente 450 dias, porém o glioma G3 possui um
maior periodo com o mesmo comportamento do raio. Teoricamente, um glioma de baixo

grau deve possuir melhor resposta a terapia, se comparado com os outros casos.

Este fato é explicado através da razao p/D, o qual permite estimar quao proliferativo
ou difusivo é o tumor. Tumores proliferativos possuem valores p/D maiores, sdo mais
detectaveis por imagens de ressonancia magnética; contrario aos tumores difusivos, sao
mais dificeis de serem detectéveis por imagens e sao caracterizados por baixo valor da

razao p/D.

O glioma G1 possui valor p/D = 0,1646 e o glioma G3, p/D = 0,003. Logo, o glioma
de menor grau, neste caso, ¢ mais proliferativo, interferindo nos resultados da evolugao do
raio do tumor. Também é interessante notar que a velocidade do glioma G1, v = 0,0133
mm/dia, ¢ menor do que do glioma G3, v = 0,0970 mm/dia. Isto nos mostra que o
glioma G3, possui velocidade de crescimento do raio maior do que o glioma G1. Note,
através da Figura 4.28, que por causa da velocidade de crescimento do raio, o raio do
glioma G3 ultrapassa o glioma G1 entre o intervalo de 800 e 960 dias, apesar do glioma

G3 possuir maior periodo de raio préoximo a zero.

Observando e comparando a evolugao do raio do tumor para os casos G2 (D baixo e

p alto) e G4 (D e p alto), Figura 4.27, pode-se perceber, inicialmente, melhor resposta
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a terapia para o glioma G4, pois possui maior periodo na qual o raio é proximo de
zero, explicado pelo fato deste ser mais difusivo. Porém, este glioma, G4, possui maior
velocidade de crescimento, implicando em um tempo de sobrevida menor, pois no ultimo

dia de observagao o glioma G2 possui raio menor do que o obsevado para o glioma G4.

Com esses resultados apresentados pelos gréaficos descritos pela Figura 4.27 e 4.28,
confirma-se a teoria descrita por [20] que os tumores predominantemente proliferativos
sao mais detectaveis, porém quando esses tumores sao mais difusivos, a mobilidade da
célula aumenta, sendo mais dificil de ser percebido por imagens de ressonancia. Também
foi visualizado que tumores de menor grau estao associados a um tempo maior de sobre-
vivéncia, em anos, pois a velocidade de expansao do raio é menor. Ja os tumores de grau
alto sao associados a um tempo menor, em meses, por sua velocidade ser menor. Estes
resultados ajudam no planejamento da terapia, pois o conhecimento dos parametros D e

p permitem obter o grau de malignidade do tumor.

4.3 Simulacao do Crescimento do Glioma em Resposta
a BNCT

A simulagao do crescimento do glioma em resposta & BNCT é feita com base em
estudos clinicos de Kawabata et al. [7], o qual trataram um paciente de 61 anos com
glioblastoma através da terapia de captura de néutrons pelo boro (BNCT). Inicialmente,
o paciente foi diagnosticado com um tumor cerebral na tempora direita; o qual foi re-
movido totalmente por resseccao cirturgica, seguido por quimioradioterapia 60 Gy em 30
fragoes. Um ano apés a primeira ressecgao cirurgica, foi constatada a recorréncia do tu-
mor, através de imagens de ressonancia magnética, o qual foi diagnosticado novamente
com o glioblastoma. Primeiramente, o tumor recorrente foi tratado com resseccao cirir-
gica parcial e, 5 dias apds a cirurgia, o paciente foi irradiado com BNCT, utilizando o

reator da universidade de Kyoto.

Para esse caso particular, o tratamento, aplicado através de uma craniotomia simples,
foi modificado utilizando néutrons epitérmicos ao invés de néutrons térmicos, também
foi utilizada a combinagao dos compostos borados BSH (sodium borocapate) e BPA (bo-
ronophenylalanine). Essas modificagbes proporcionaram uma concentragao de dose no
tumor de 46,1 Gy e 3,73 Gy no tecido normal. 48 horas apés a irradiagao, imagens de
ressonancia magnética demonstraram uma reducao de 70% da massa do tumor quando

comparado com as imagens iniciais, antes do inicio do tratamento. Com o decorrer do
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periodo de observacao, foi continua a reducao da massa tumoral, de forma que 6 meses

apos a irradiacao nao foi notada sequelas e o paciente continuou saudavel.

Para simplificar a simulacao de um glioma em resposta &8 BNCT, a dose total utilizada
¢ 46,1 Gy, como apresentado em [7]. Para este tipo de terapia Gonzéles et al. [39] trazem
valores dos parametros da equacao que calcula a probabilidade S de sobrevivéncia celular,
cujos valores sdo: devido aos raios 7, ., = 0,2008 Gy~ e 3, = 0,0078 Gy~ '; devido aos
néutrons, o, = 0,844 Gy~! e devido ao composto borado, a;, = 0,8896 Gy~2. Porém
os valores para os parametros do modelo de evolugao do glioma sao dados por [20], onde
v = 0,0833 mm/dia ou v = 30,4045 mm/ano, p = 0,012 /dia e D = 0,13 mm?/dia.
Esses valores condizem com um glioblastoma, pois a velocidade de crescimento entre 10 e
200 mm/ano. Também foram utilizadas as mesmas condigoes de contorno e inicial para o

caso da radioterapia, isto €, ¢(x, 0) = L3¢ 100(#=03*+u=03)*) 0 7.V ¢ = 0, respectivamente.

A fim de comparar os resultados deste trabalho com o caso clinico descrito por Kawa-
bata et al. [7], os resultados serao apresentados em um grafico de evolu¢ao do raio do

tumor de forma que possa ser calculado o porcentual de reducao desse raio.

4.3.1 Resultado - Método de Crank-Nicolson

Assim como os casos bidimensionais, a simulagao para BNCT é feita utilizando o
método de diferencas finitas, discretizando o dominio temporal através do método de
Crank-Nicolson implicito. Pois este método proporciona resultados mais precisos e sem a
presenca de oscila¢oes, observadas no calculo da evolucao do raio do tumor para o método
de Euler.

Os resultados da evolucao do tumor podem ser observados nos graficos de concentracao
de células apresentados pela Figura 4.29, os quais nos mostram a concentracao de células
tumorais durante o periodo inicial, ap6s a segunda cirurgia e os dias: 60, 80, 100, 120,
140, 160 e 180 apo6s a BNCT.

A concentracao de células no periodo inicial, dado pela condicao inicial, e apds a
segunda ressecgao cirirgica parcial, Figura 4.29(a) e (b), demonstram a diminuigao do
raio do tumor decorrente dessa cirurgia parcial. A tentativa neste trabalho foi de reduzir
parcialmente o tumor, assim como o raio, antes de ser aplicada a BNCT. Apoés a apli-
cagao da terapia o tumor tende a diminuir, chegando a desaparecer das imagens por um
periodo préoximo a 80 dias, porém apods esse periodo de tempo o tumor cresce de forma

descontrolada, chegando a um raio maior do que 2 cm.
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Figura 4.29: Concentracao de células tumorais nos respectivos dias

Os resultados destas simulagoes podem ser melhor observados a partir do grafico que
relaciona o raio do tumor com o periodo em dias, Figura 4.30. O célculo do raio é feito
a partir do grafico anterior, Figura 4.29, o qual foi adimitido uma margem detectavel do

tumor como 61,26% da concentragao inicial.

A partir dos resultados da evolucao do raio do glioma, Figura 4.30, pode-se confirmar
o que ja foi descrito pela Figura 4.29, de que o raio do glioma decresce apos a irradiagao
por BNCT, se mantém por um periodo de tempo proximo a zero e, apds isso, cresce

indefinidamente até o raio de aproximadamente 2,3 cm.

Os resultados destas simulagoes podem ser comparados com os resultados descritos

por Kawabata |7], o qual obteve uma redugao na massa do tumor de 70%, nas primeiras
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Figura 4.30: Evolucao do raio do tumor para a Terapia de Captura de Néutrons pelo Boro
(BNCT)

48 horas, e redugoes no decorrer do tempo por pelo menos 5 meses, sendo que até o sexto

més nao foi notada sequelas e o paciente continuou saudavel.

Pode ser notada algumas diferencas nesta comparacao. Primeiro, ha uma reducao
de aproximadamente 100% na massa do tumor, observada pela evolucao do raio. Este
decréscimo é motivado pelo calculo da probabilidade de sobrevivéncia celular, que foi
méaximo, devido a alta dose no tumor, e no uso dos parametros D e p para representar a
evolucao de um glioma, visto que é adiministrada uma dose tnica e o comportamento do
raio do tumor é o mesmo para outros valores na faixa de velocidade de um glioblastoma,
apenas se diferenciando no periodo de eficicia da terapia, o qual o raio é aparentemente
zero; por exemplo para os valores de D = 0,887 mm?/dia e p = 0,0877 /dia, representa-se
um glioblastoma com v = 203,67 mm/ano, Figura 4.31. Segundo, ndo ocorre sucessivos
decréscimos na massa do tumor, impulsionados pela terapia no decorrer dos 6 meses,

contrario aos descritos por Kawabata |7].

Essas diferencas nos resultados estao diretamente ligadas ao termo que descreve a
morte celular, podendo ser explicada por Barth et al. [40], o qual defendeu a hipotese,
apo6s experimentos, que o mecanismo de morte celular durante a BNCT é a apoptose,

morte celular programada, também sustentada pelo trabalho de Kawabata et al. [7].

Neste trabalho, o termo que representa o efeito da terapia no crescimento do glioma
faz uso do modelo linear quadratico, o qual descreve os efeitos causados pela administra-
¢ao de uma dose total ou fracionada no tumor, chegando a probabilidade destas células

tumorais sobreviverem. Logo, a insercao deste termo no modelo produz a resposta do
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Figura 4.31: Evolugao do raio do tumor para a Terapia de Captura de Néutrons pelo Boro
(BNCT)

tumor em relacao a aplicacao dessas doses, mas nao ha no modelo um termo que descreva

o mecanismo de morte celular devido a apoptose.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi apresentado um modelo descrito por uma equacao diferencial do
tipo reativa difusiva, o qual é possivel estimar o crescimento de células tumorais em
resposta a terapia de forma individual, a partir de dois parametros, D e p, calculados

através de duas imagens de ressonancia magnética, sem a intervencao de um tratamento.

Para obter a solugao numeérica, o modelo foi resolvido através do método numérico
de diferencas finitas, discretizando o dominio temporal via Euler e Crank-Nicolson, e os
codigos computacionais implementados no ambiente MatLab® produto da MathWorks.
Por intermédio desses codigos, foi possivel simular alguns esquemas de fracionamento de
dose para a radioterapia e terapia de captura de néutrons pelo boro (BNCT), além dos

problemas analiticos com solugao conhecida.

Foi mostrado, a partir da analise de estabilidade de von Neumann, que as metodolo-
gias empregadas neste trabalho sao estaveis, caso satisfacam as condi¢oes de estabilidade
correspondente deste trabalho. Também foi observado que o nao cumprimento dessas
condicoes acarreta em solucgoes instaveis, com crescimento descontrolado do erro numé-
rico, e para um caso particular, onde ¢é negligenciado o termo reativo, as metodologias
empregadas sao incondicionalmente estaveis, isto é, independente das discretizagoes no

dominio espacial e temporal o erro numérico nao cresce de forma descontrolada.

Foram verificados os codigos computacionais a partir da simulagao de um problema
com solucgao andlitica. Estas simulac¢oes demonstraram o efeito da discretizacao nos re-

sultados numéricos e a implementagao correta dos cédigos numéricos.

Para verificar a metodologia foram simulados 5 esquemas de fracionamento de dose,
certificando a eficacia da administracao de doses fracionadas. Dos casos de fracionamento,

o esquema de terapia “DOT = 5 dias” obteve uma maior eficacia, pois nao apenas dimi-
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nuiu o raio do tumor, mas o manteve constante, proximo de zero, por um periodo de
tempo maior do que o observado para os outros casos de fracionamento. Permitindo um
maior periodo para que possa ser aplicado um outro tipo de terapia, por exemplo, ressec-
¢ao cirurgica. Em relacao a metodologia empregada, foram obtidas solu¢oes com maior
precisao pelo método de Crank-Nicolson, pois o mesmo é mais preciso do que o método
de Euler implicito. Sendo uma razao para a escolha deste método na simulacao dos casos

bidimensionais.

A partir dessas simulacoes foi possivel evidenciar a associacao entre os parametros
do modelo de evolugao do glioma, D e p, e o grau de malignidade deste tumor. Onde
a razao destes parametros, p/D, e a velocidade de crescimento do raio do tumor, v,
determinam quao invasivo é o glioma. Também foi notado, a partir das simulacoes, que o
parametro biologico «, presente no termo do modelo referente a terapia, tem ligacao com
a resisténcia do tumor ao tratamento, pois valores altos de a indicam baixa resisténcia a

terapia e valores baixos de « representam alta resisténcia a terapia.

Em relagao a terapia de Captura de Néutrons pelo Boro foi possivel simular um caso
clinico de um paciente tratado com BNCT e comparar o percentual de reducao do tumor.
A partir dessa comparacao foi possivel verificar possiveis causas da diferenca entre os
resultados apresentados e notar a necessidade de ajustes no modelo de crescimento de
células tumorais, mais especificamente no termo que se refere a terapia, para contemplar

maior quantidade possivel de causas da morte celular na aplicacao desta terapia.

Como sugestoes para trabalhos futuros, recomenda-se o uso deste modelo e o ferra-
mental de codigos para simulacoes aprofundadas da terapia de captura do néutrons pelo
boro e a utilizacao de outros métodos numéricos, como por exemplo, Método de Elemen-
tos Finitos, a fim de obter uma geometria mais compativel com a do cérebro. Além disso,
também fica com sugestao para trabalhos futuros, a insercao de um termo que possa

descrever a apoptose, morte celular programada, devido a BNCT.
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