
Universidade Federal Fluminense

JEFERSON OSMAR DE ALMEIDA

Solução Numéria por Diferenças Finitas em Malha

Estruturada Multibloo das Equações de

Navier-Stokes para Esoamento Compressível

Volta Redonda

2015



JEFERSON OSMAR DE ALMEIDA

Solução Numéria por Diferenças Finitas em Malha

Estruturada Multibloo das Equações de

Navier-Stokes para Esoamento Compressível

Dissertação apresentada ao Programa de

Pós-graduação em Modelagem Computaio-

nal em Ciênia e Tenologia da Universidade

Federal Fluminense, omo requisito parial

para obtenção do título de Mestre em Mo-

delagem Computaional em Ciênia e Te-

nologia. Área de Conentração: Modelagem

Computaional.

Orientador:

Prof. Diomar Cesar Lobão, Ph.D.

Coorientador:

Prof. Cleyton Senior Stampa, D.S.

Prof. Gustavo Benitez Alvarez, D.S.

Universidade Federal Fluminense

Volta Redonda

2015



A447 Almeida, Jeferson Osmar de.

Solução numérica por diferenças finitas em malha estruturada 

multibloco de equações de Navier-Stokes para escoamento 

compressível. / Jeferson Osmar de Almeida. – Volta Redonda, 2015.

80 f.

Dissertação (Mestrado em Modelagem Computacional em 

Ciência e Tecnologia) – Universidade Federal Fluminense.

Orientador: Diomar Cesar Lobão.

Coorientador: Cleyton Senior Stampa; Gustavo Benitez Alvarez.

1. Equações de Navier-Stokes. 2. Coordenadas generalizadas. 

3. Malhas estruturadas multibloco. 4. Método explícito de 

MacCormack. 5. Dinâmica dos fluidos computacional. I. Lobão, 

Diomar Cezar. II. Stampa, Cleyton Senior. III. Alvarez, Gustavo 

Benitez. IV. Título. 

CDD 004





Dediatoria. Aos meus pais e família



Agradeimentos

A minha família, em espeial aos meus pais Lúia e Ant�nio, ao meu irmão Anderson

e minha irmã Jéssia.

A todos meus familiares que sempre ajudaram, apoiaram e areditaram, em espeial

aos meus tios Carlos (Carlinhos) e Arminda (Cidinha), João, Terezinha, Renato, Danusa

e Fátima (Fatinha) e a minha avó Belarminda.

Aos meus orientadores Prof. Lobão e Prof. Gustavo, que desde a graduação vem

ajudando, ensinando e me orientando pro�ssionalmente.

Ao Prof. Cleyton pelos ensinamentos em fen�menos de transporte.

A todos os professores da EEIMVR-UFF pelos ensinamentos.

A todos meus amigos da UFF, que sempre estiveram presentes olaborando, apoiando

e inentivando.

Aos meus amigos de Arantina/MG e do montanhismo, que sempre apoiaram e are-

ditaram em mim, prinipalmente nos momentos em que não pude estar presente.

A UFF e a todos os seus funionários.

A CAPES pelo suporte �naneiro através da bolsa de mestrado.

En�m, a todas as pessoas que ajudaram, apoiaram e areditaram em mim durante a

graduação e mestrado.



Resumo

As equações de Navier-Stokes modelam um grande número de problemas prátios,

prinipalmente em projetos e sistemas de engenharia. Somente em asos muito simples

é possível obter soluções analítias para estas equações. Para a maioria dos problemas

reais envolvendo o esoamento de �uidos, essas equações devem ser resolvidas através da

dinâmia dos �uidos omputaional. Portanto, é importante que o tratamento numério

utilizado seja on�ável e que gere soluções numérias satisfatórias.

A implementação de ódigos omputaionais para solução das equações de Navier-

Stokes para esoamento ompressível ainda apresenta grandes desa�os no que se refere a

disretização e implementação dessas equações em oordenadas generalizadas para eso-

amento em geometrias omplexas.

Portanto, o objetivo deste trabalho foi implementar um ódigo omputaional apaz

de resolver as equações de Navier-Stokes em oordenadas generalizadas para esoamento

ompressível transiente e permanente em regime subs�nio e supers�nio em geometrias

omplexas bidimensionais. A solução numéria foi através do método de diferenças �nitas

explíito de MaCormak e om a utilização de malha estruturada multibloo.

Através dessa metodologia foi possível obter soluções numérias satisfatórias, onde

iniialmente o ódigo omputaional foi validado através do esoamento laminar em um

anal, do esoamento laminar sobre um degrau desendente (bakward faing step) e do

esoamento sobre uma rampa urva. Após esse proesso de validação, foi implementado

um ódigo omputaional apaz de obter soluções para o esoamento ompressível em

uma geometria omplexa bidimensional utilizando a ténia de multibloo.



Abstrat

The Navier-Stokes equations model a big number of pratial problems, mainly in

projets and engineering systems. Only in very simple ases it is possible to get analytial

solutions for these equations. For most real problems involving �uid �ow, these equations

should be resolved through omputational �uid dynamis. Therefore, it is important

that the numeri treatment utilized is reliable and that generates satisfatory numerial

solutions.

The implementation of omputational odes for the solution of Navier-Stokes equa-

tions for ompressible �ow still ontains hallenges regarding to the disretization and

implementation of these equations in generalized oordinates to �ow in omplex geome-

tries.

Therefore, the goal of this work was to implement a omputational ode able to solve

the Navier-Stokes equations in generalized oordinates for transient and permanent om-

pressible �ow in subsoni and supersoni regime in two-dimensional omplex geometries.

The numeri solution was through expliit �nite di�erene method of MaCormak and

with a use of multiblok strutured mesh.

Through this methodology was possible to obtain satisfatory numerial solutions,

where initially the omputational ode was validated through the laminar �ow in a han-

nel, and the �ow over a bakward faing step and �ow over a urved ramp. After this

proess of validation, we implemented a omputational ode able to get solutions for

ompressible �ow in two-dimensional omplex geometry making usage of multi-blok te-

hnique.
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Capítulo 1

Introdução

O esoamento de �uidos tem uma grande apliação prátia, estando presente em

diversas áreas, prinipalmente na engenharia. Possui apliações na indústria aeronáutia

e aeroespaial, nos diversos proessos de produção de energia, na dispersão de poluentes,

na indústria de petróleo e em outras, et [1℄. O esoamento de �uidos é modelado pelas

equações da dinâmia dos �uidos, que é um sistema de equações que inlui a equação

da ontinuidade (Prinípio de Conservação de Massa), as equações de quantidade de

movimento (Segunda Lei de Newton) e a equação da energia (Prinípio de Conservação

de Energia), onde é possível, a partir deste sistema, determinar a veloidade, a densidade,

a pressão e a energia interna em qualquer ponto do domínio do esoamento. Entretanto,

para a solução deste sistema de equações é neessário que o número de inógnitas seja no

máximo igual ao de equações. Então, é neessária a utilização de uma relação de estado

das propriedades termodinâmias para ompletar esse sistema de equações.

As hamadas equações de Navier-Stokes são formadas pelo sistema de equações de

quantidade de movimento. Entretanto, é omum inluir nesse sistema a equação da

ontinuidade, a equação de energia e uma equação de estado [2℄.

A maioria dos projetos de engenharia que envolvem o esoamento de �uidos podem

ser analisados de duas maneiras, através da experimentação e de álulo numério. A

primeira alternativa geralmente envolve a onstrução de protótipos, enquanto a segunda

é através da solução analítia ou omputaional das equações difereniais [3℄.

Neste trabalho, a abordagem será através do álulo numério, utilizando a Dinâmia

dos Fluidos Computaional (CFD - Computational Fluid Dynamis), que é a área de

estudos dediada a solução omputaional das equações da dinâmia dos �uidos por meio

de métodos numérios.
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1.1 Justi�ativas

As equações de Navier-Stokes são equações difereniais pariais não lineares e as

soluções analítias só são obtidas para asos mais simples, geralmente om esoamento

de �uidos de baixa veloidade, �uxo laminar e estado estaionário. Para a maioria dos

problemas prátios, a obtenção das soluções são difíeis ou ainda impossíveis [3℄.

Portanto, para asos mais omplexos, onde ainda não é possível obter as soluções

das equações analitiamente ou o estudo experimental é impossível ou de usto muito

elevado, o uso da dinâmia dos �uidos omputaional para obtenção das soluções é uma

ótima alternativa, pois pode gerar ótimos resultados para muitos problemas prátios.

Existem vários métodos numérios bastante e�ientes em dinâmia dos �uidos om-

putaional e, dentre eles, os mais utilizados são o método das diferenças �nitas (MDF), o

método dos elementos �nitos (MEF) e o método dos volumes �nitos (MVF). Entretanto,

apesar da e�iênia destes métodos numérios, os resultados obtidos podem apresentar

problemas devido a vários fatores, tais omo erro na modelagem matemátia, geração

inadequada da malha e apliação inorreta das ondições de ontorno e dos parâmetros

do esoamento.

Para simulação numéria de problemas de esoamento de �uidos é muito omum

a utilização do método das diferenças �nitas. Entretanto, a utilização deste método

para a solução das equações de Navier-Stokes ainda apresenta diversos desa�os, omo na

disretização e implementação das equações em oordenadas generalizadas e na geração

e adaptação de malhas para geometrias mais omplexas através da utilização da ténia

de multibloo [4℄ [5℄.

A apliação do método das diferenças �nitas para soluão de problemas de esoamento

de �uidos em geometrias omplexas utilizando oordenadas ortogonais apresenta diversas

di�uldades, espeialmente devido a apliação das ondições de ontorno [1℄. Com o

uso das oordenadas generalizadas é possível apliar o método das diferenças �nitas a

esoamento de �uidos em geometrias omplexas de maneira muito mais simples.

A geração da malha é uma etapa de grande importânia na solução de problemas

em dinâmia dos �uidos omputaional, pois uma malha de baixa qualidade pode levar a

uma solução �siamente inorreta [1℄. Para a obtenção de resultados satisfatórios através

da simulação numéria é neessário que a malha seja de alta qualidade, sendo o mais

ortogonal possível e om um re�namento apropriado em todo o domínio.
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As malhas podem ser estruturadas e não-estruturadas. As malhas estruturadas tem

a vantagem de possuírem uma regra de ordenação em seus elementos, o que simpli�a

a implementação do ódigo omputaional, diferentemente do que oorre om as ma-

lhas não-estruturadas, que apesar de serem mais versáteis, não possuem uma regra de

ordenação, havendo a neessidade da matriz de onetividade [1℄.

A geração de malhas estruturadas pode ser realizada por métodos manuais ou au-

tomátios. O método manual é mais simples, entretanto pode ser muito trabalhoso e

inviável para muitos asos, prinipalmente em malhas tridimensionais. Então, os méto-

dos automátios de geração de malhas são requeridos em muitos asos, sendo lassi�ados

em algébrios e difereniais. A geração de malhas através dos métodos difereniais são

mais gerais, sendo o que utiliza as equações difereniais elíptias um dos mais utilizados

em problemas bidimensionais, pois este possibilita o ajuste de linhas nos loais de maior

interesse [1℄ [4℄.

Apesar das vantagens na geração de malhas estruturadas através das equações dife-

reniais elíptias, em muitos asos somente o uso desta ténia não é su�iente para obter

um re�namento apropriado da malha em todo o domínio, prinipalmente em geometrias

mais omplexas. Então, para melhorar a qualidade da malha, pode ser utilizada a té-

nia de multibloos, que onsiste em dividir o domínio em subdomínios e, dentro de ada

subdomínio, gerar uma malha estruturada através das equações difereniais elíptias. As-

sim, através da utilização desta ténia de multibloo é possível obter uma malha de alta

qualidade para diversas geometrias omplexas [4℄ [5℄.

Mesmo om as failidades e o baixo usto das simulações numérias quando ompa-

rado om os métodos experimentais, tais omo os ensaios em túneis de vento, os resul-

tados experimentais ainda são muito utilizados prinipalmente para validação de ódigos

omputaionais, onde as análises experimentais e a dinâmia dos �uidos omputaional se

omplementam [3℄. Assim, sempre que possível os resultados obtidos omputaionalmente

devem ser omparados om os resultados experimentais.

Porém, quando não é possível realizar uma omparação entre os resultados ompu-

taionais e experimentais, o ódigo omputaional deve ser submetido a um proesso de

validação através da utilização de asos testes que possuem similaridades om o problema

a ser resolvido. Além das similaridades, os asos testes também preisam possuir soluções

analítias ou uma boa quantidade de resultados experimentais e numérios.
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1.2 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver um ódigo omputaional apaz de resol-

ver as equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível transiente e permanente

em regime subs�nio e supers�nio em geometrias omplexas bidimensionais.

1.3 Objetivos Espeí�os

Existem diversos métodos apazes de resolver as equações de Navier-Stokes para eso-

amento ompressível em geometrias omplexas bidimensionais. Para a esolha do método

numério, pode-se optar pelo método das diferenças �nitas, pelo método dos elementos

�nitos e pelo método dos volumes �nitos. Já para a esolha do tipo de malha, pode-se

optar pelo tipo estruturada ou não-estruturada, podendo ainda a malha ser gerada por

métodos manuais ou automátios. Além disso, pode-se optar por utilizar oordenadas

ortogonais ou generalizadas.

Como pode ser observado, existem diversas opções para a implementação omputaio-

nal das equações. Dentre estas diversas opções, serão utilizadas as melhores em termos de

failidade e e�iênia, sendo então divididas em objetivos espeí�os do presente trabalho,

omo segue abaixo:

1. Equaionamento bidimensional das equações de Navier-Stokes em oordenadas

generalizadas;

2. Disretização pelo método das diferenças �nitas;

3. Geração de malhas estruturadas multibloo;

4. Implementação do ódigo omputaional em oordenadas generalizadas para ma-

lhas estruturadas multibloo;

5. Validação do ódigo omputaional através de asos testes.

Para atingir estes objetivos espeí�os e onseqüentemente o objetivo geral, que é a

solução numéria das equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível em geo-

metrias omplexas bidimensionais, será estudado e disutido diversas opções numérias

para a implementação omputaional das equações da dinâmia dos �uidos.
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1.4 Metodologia

Para solução numéria das equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível

será utilizado o Método Original de MaCormak de segunda ordem no espaço e no tempo

[6℄. É um método explíito de dois estágios que utiliza o método das diferenças �nitas,

sendo de implementação mais simples e om ritérios de estabilidades mais restritivos

quando omparado om os métodos implíitos [2℄.

Por apliar o método das diferenças �nitas para solução das equações, para failitar a

implementação do ódigo omputaional, a disretização será oinidente om a fronteira

e a solução das equações difereniais elíptias de geração de malha e das equações da

dinâmia dos �uidos serão resolvidas no domínio omputaional, isto é, no sistema de

oordenadas generalizadas [1℄ [4℄. Para obtenção de uma malha de boa qualidade, será

utilizada a ténia de multibloos, permitindo um re�namento de qualidade em todo o

domínio da malha.

A validação do ódigo omputaional será realizada através do esoamento laminar em

um anal [5℄, do esoamento sobre um degrau desendente [7℄ [8℄ [9℄ [10℄ e do esoamento

sobre uma rampa urva [11℄ [12℄ [13℄, que são asos testes utilizados na literatura para

validação de ódigos omputaionais. O primeiro e o segundo aso teste são esoamentos

subs�nios, enquanto o tereiro é supers�nio.

Após a validação do ódigo omputaional, este será apliado na solução de um pro-

blema de esoamento de �uido em uma geometria irregular, onde será possível entender

a neessidade de geração da malha através da solução das equações difereniais elíptias

e da utilização da ténia de multibloos para obtenção de uma solução de qualidade.

1.5 Organização do trabalho

Este trabalho está dividido em ino apítulos, onde neste primeiro apítulo é realizada

uma introdução da Dinâmia dos Fluidos Computaional, assim omo a importânia da

solução numéria das equações da dinâmia dos �uidos. Além disso, são introduzidas as

diversas ténias em CFD para obtenção de soluções de qualidade.

No Capítulo 2 tem-se a formulação diferenial das equações de Navier-Stokes em o-

ordenadas artesianas, onde estas equações são analisadas �siamente e matematiamente

a partir das leis de onservação da meânia. Após essa análise iniial, as equações são

formuladas na forma onservativa. No �nal do apítulo é introduzido um problema de
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esoamento de �uidos em uma geometria omplexa a ser resolvido.

O Capítulo 3 é destinado ao desenvolvimento detalhado da metodologia para a solução

numéria das equações de Navier-Stokes. Neste apítulo desenvolve-se a transformação

de oordenadas artesianas em generalizadas. Após a transformação, são formuladas

as equações de Navier-Stokes e as equações difereniais elíptias de geração de malhas

em oordenadas generalizadas. Também é expliado om mais detalhes a ténia de

multibloo. Finalmente, é apresentado o método explíito de MaCormak om suas

vantagens e desvantagens assim omo as ondições de ontorno adotadas.

No Capítulo 4 tem-se iniialmente a validação do ódigo omputaional através do

esoamento laminar em um anal, do esoamento sobre um degrau desendente e do

esoamento sobre uma rampa urva, onde em ada aso teste é realizado uma revisão

bibliográ�a, uma análise do problema e depois omparações dos resultados deste trabalho

om os obtidos na literatura. Após esse proesso de validação, é apresentado e analisado

o resultado para o esoamento de �uido em uma geometria omplexa dado no apítulo

2. Em todos estes asos é apresentado omo foi realizada a troa de informações entre os

bloos.

As onlusões e propostas de trabalhos futuros são apresentadas no Capítulo 5.



Capítulo 2

As Equações de Navier-Stokes para Eso-

amento Compressível

As equações da dinâmia dos �uidos modelam um grande número de problemas de

esoamento de �uidos de enorme interesse aadêmio e eon�mio. Conforme algumas

araterístias, o esoamento pode ser lassi�ado omo interno ou externo, visoso ou

não visoso, ompressível ou inompressível e turbulento ou laminar [2℄ [3℄ [14℄.

Estas equações estabeleem relações entre as taxas de variação das variáveis de inte-

resse, omo veloidade, densidade, pressão, temperatura e energia. Uma análise diferenial

destas equações difereniais envolve a apliação das mesmas em todos os pontos no ampo

de esoamento sobre uma região hamada de domínio de esoamento. Quando resolvi-

das, estas equações forneem detalhes sobre suas variáveis em ada ponto do domínio do

esoamento [2℄ [3℄ [14℄.

2.1 Leis de Conservação

As equações difereniais da dinâmia dos �uidos são equações difereniais pariais não-

lineares e são obtidas através dos prinípios básios da onservação de massa, onservação

de quantidade de movimento e onservação de energia.

2.1.1 Prinípio da Conservação da Massa

O Prinípio da Conservação de Massa pode ser expresso omo a variação da quantidade

de massa dentro do volume de ontrole deve ser igual a massa que atravessa o volume de

ontrole durante ∆t [3℄.
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Este prinípio quando apliado a um �uido passando através de um volume de ontrole

in�nitesimal �xo resulta na Equação da Continuidade [2℄,

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ�V) = 0 (2.1)

onde ρ é a densidade do �uido e

�

V é o vetor veloidade.

O primeiro termo desta equação representa a taxa de aumento de densidade em um

volume de ontrole e o segundo termo representa a taxa do �uxo de massa passando para

fora da superfíie de ontrole por unidade de volume [2℄.

2.1.2 Prinípio de Conservação da Quantidade de Movimento

O Prinípio de Conservação da Quantidade de Movimento, que é a Segunda Lei de

Newton, pode ser enuniada omo a taxa de variação temporal da quantidade de movi-

mento do �uido é igual à força resultante que atua sobre o �uido [3℄.

Este prinípio apliado a um �uido passando através de um volume de ontrole in�-

nitesimal �xo gera a Equação de Quantidade de Movimento [2℄,

∂

∂t
(ρ�V) +∇ · ρ�V�V = ρf +∇ · Πij (2.2)

Para a parte esquerda da equação, o primeiro termo representa a taxa de aumento de

quantidade de movimento (por unidade de volume) em um volume de ontrole, enquanto

o segundo termo representa a taxa de quantidade de movimento perdida por onveção

por unidade de volume através de uma superfíie de ontrole [2℄.

O primeiro termo da parte direita da equação é a força de orpo por unidade de volume,

sendo que em muitos asos prátios esta força de orpo é igual a força da gravidade [2℄,

ρf = ρg (2.3)

onde f é a aeleração de orpo e g é a aeleração da gravidade.

O segundo termo da parte direita da equação representa as forças de superfíies por

unidade de volume, que são representadas a partir do tensor tensão de Cauhy Πij [2℄.

Estas forças de superfíie são apliadas na superfíie de um elemento �uido e formam

as tensões isalhantes e as tensões normais, que em onjunto formam o tensor tensão de
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Cauhy Πij . Para �uido newtoniano, pode ser expresso separadamente por [2℄,

Πij = −pδij + τij (2.4)

onde τij são as omponentes do tensor de tensão visoso, p é a pressão e δij é o delta de

Kroneker.

Essas omponentes visosas do tensor tensão são geralmente esritas da seguinte forma

para o aso tridimensional [2℄:

τxx =
2

3
µ

(
2
∂u

∂x
−

∂v

∂y
−

∂w

∂z

)

τyy =
2

3
µ

(
2
∂v

∂y
−

∂u

∂x
−

∂w

∂z

)

τzz =
2

3
µ

(
2
∂w

∂z
−

∂u

∂x
−

∂v

∂y

)

τxy = µ

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
= τyx

τxz = µ

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)
= τzx

τyz = µ

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)
= τzy

(2.5)

onde µ é o oe�iente de visosidade dinâmia, u, v e w são as omponentes do vetor

veloidade, τxx, τyy e τyy são as omponentes normais do tensor tensão e τxy = τyx,

τxz = τzx e τyz = τzy são as omponentes isalhantes do tensor tensão.

No presente trabalho as omponentes em z são omitidas por tratar de situações bidi-

mensionais.

2.1.3 Prinípio da Conservação de Energia

O Prinípio da Conservação de Energia, onheida omo Primeira Lei da Termodinâ-

mia, a�rma que a energia não pode ser riada e nem destruída durante um proesso, ela

só pode mudar de forma [3℄.

Apliando este prinípio a um �uido passando através de um volume de ontrole
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in�nitesimal �xo tem-se a Equação da Energia [2℄,

∂Et

∂t
+∇ · Et

�

V =
∂Q

∂t
−∇ · q+ ρf · �V+∇ · (Πij · �V) (2.6)

sendo a energia total por unidade de volume Et dada por

Et = ρ

(
e+

|

�

V|2

2
+ EnergiaPotencial + ...

)
(2.7)

e o �uxo de alor q dado pela Lei de Fourier

q = −k∇T (2.8)

onde e é a energia interna por unidade de massa, k é o oe�iente de ondutividade térmia

e T é a temperatura. No presente trabalho q = 0, assumindo esoamento isotérmio.

O primeiro termo da parte esquerda da equação (2.6) representa a taxa de aumento

de energia total por unidade de volume em um volume de ontrole, enquanto o segundo

termo representa a taxa de energia total perdida por onveção por unidade de volume

através de uma superfíie de ontrole [2℄.

Na parte direita da equação, o primeiro termo representa a taxa de alor produzida

por unidade de volume por agentes externos, o segundo termo é a taxa de alor perdida

por ondução por unidade de volume através da superfíie de ontrole, enquanto o tereiro

termo representa o trabalho realizado por unidade de volume em um volume de ontrole

pelas forças de orpo e o quarto termo representa o trabalho realizado por unidade de

volume em um volume de ontrole pelas forças de superfíie [2℄.

Na equação de energia total por unidade de volume (2.7) a energia potenial é des-

prezível pois se trata de um esoamento laminar e z não varia signi�ativamente.

Como já menionado no apítulo anterior, as hamadas equações de Navier-Stokes se

referem ao sistema de equações de quantidade de movimento. Entretanto é omum inluir

as equações da ontinuidade, a equação de energia e uma equação de estado nesse sistema

de equações de quantidade de movimento [2℄.
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2.2 Forma Conservativa das Equações de Navier-Stokes

para Esoamento Compressível

Para failitar a implementação omputaional do método numério para resolução

das equações da dinâmia dos �uidos, é onveniente ombinar todas as equações em uma

forma ompata, isto é, na forma onservativa [2℄.

As equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível bidimensional em oor-

denadas artesianas sem forças de orpo ou adição externa de alor podem ser esritas na

forma onservativa da seguinte forma [15℄:

∂tQ + ∂xEinv + ∂yFinv = Re−1(∂xEvis + ∂yFvis) (2.9)

onde

Q =




ρ

ρu

ρv

Et




(2.10)

Einv =




ρu

ρu2 + p

ρuv

u(Et + p)




(2.11)

Finv =




ρv

ρuv

ρv2 + p

v(Et + p)




(2.12)

Evis =




0

τxx

τxy

uτxx + vτxy




(2.13)
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Fvis =




0

τxy

τyy

uτxy + vτyy




(2.14)

onde as tensões visosas são





τxx = µ

(
4
∂u

∂x
− 2

∂v

∂y

)
/3

τxy = µ

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

τyy = µ

(
− 2

∂u

∂x
+ 4

∂v

∂y

)
/3

(2.15)

Nas equações (2.10) a (2.14), a primeira linha do vetor orresponde a equação da

ontinuidade, a segunda e tereira linha orrespondem as equações de quantidade de

movimento e a quarta linha à equação de energia.

Este sistema de equações está esrito om os termos não visosos separados dos temos

visosos, onde os termos om subsrito inv denotam os termos não visosos (ou invíi-

tos), enquanto os termos om o subsrito vis denotam os termos visosos. Como será

visto posteriormente, esta separação torna mais fáil a implementação omputaional do

método numério para obtenção das soluções numérias.

Para fehar o sistema de equações da dinâmia dos �uidos, é neessário estabeleer

uma relação entre as variáveis termodinâmias om as variáveis de transporte, pois se tem

quatro equações om ino inógnitas (ρ, u, v, Et, p).

Neste aso, assumindo que o �uido segue as leis dos gases ideais, estabelee a seguinte

equação de estado [2℄:

p = (γ − 1)ρe (2.16)

logo,

p = (γ − 1)
(
Et −

1

2
ρ(u2 + v2)

)
(2.17)

onde γ é a relação entre alores espeí�os.
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Com a equação de estado (2.16), ompleta-se o sistema de equações da dinâmia dos

�uidos, tornando possível a sua solução numéria.

Algumas relações também são bastante importantes no tratamento numério das equa-

ções da dinâmia dos �uidos. Trata-se da veloidade do som, do número de Mah e do

número de Reynolds.

A veloidade do som em um gás ideal pode ser dada por:

c =

√
γ
p

ρ
(2.18)

O número de Reynolds Re e o número de Mah M são dados, respetivamente, por

Re =
ρlu

µ
(2.19)

M =
u

c
(2.20)

onde u é a veloidade na direção do esoamento e l é um omprimento de referênia.

Para esoamentos não visoso, os termos visosos Evis e Fvis são exluídos das equa-

ções. Este sistema de equações (2.10) a (2.16), sem os termos visosos, é onheido omo

as Equações de Euler.

A adimensionalização das variáveis é realizada para eliminar os problemas de ordem

de esala e são adimensionalizadas da seguinte forma [2℄,

• Tempo adimensional:

t∗ =
tu∞

l∞
(2.21)

• Densidade adimensional:

ρ∗ =
ρ

ρ∞
(2.22)

• Veloidades adimensionais:

u∗ =
u

u∞
, v∗ =

v

u∞
(2.23)
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• Pressão adimensional:

p∗ =
p

ρ∞u2
∞

(2.24)

• Energia adimensional:

E∗
t =

Et

ρ∞u2
∞

(2.25)

• Coe�iente de visosidade adimensional:

µ∗ =
µ

µ∞
(2.26)

• Veloidade do som em um gás ideal:

c∞ =

√
γ
p∞
ρ∞

(2.27)

• Número de Reynolds:

Re =
ρ∞l∞u∞

µ∞
(2.28)

• Número de Mah:

M =
u∞

c∞
(2.29)

Nas expressões aima, o subsrito ∞ se refere a quantidade de �uxo livre e o supe-

resrito ∗ se refere as variáveis adimensionalizadas.

Para simpli�ar o desenvolvimento das equações, o superesrito ∗ será desartado,

pois as equações são invariantes a estas transformações [2℄.

2.3 Classi�ação do Esoamento Compressível

O esoamento ompressível pode ser lassi�ado em termos de número de Mah M ,

onforme abaixo [3℄:



2.4 Esoamento sobre uma geometria irregular 27

• Esoamento subs�nio: são esoamentos que oorrem para M < 1.0;

• Esoamento supers�nio: são esoamentos que oorrem para M > 1.0;

• Esoamento hipers�nio: são esoamentos que oorrem para M >> 1.0.

• Esoamento trans�nio: são esoamentos que oorrem para M ∼= 1.0;

Neste trabalho foram tratados problemas de esoamento subs�nio e supers�nio.

2.4 Esoamento sobre uma geometria irregular

Para o esoamento de um �uido sobre uma geometria irregular, onsidere a geometria

da Figura 2.1. Como pode ser observado, é uma geometria omplexa bidimensional devido

a região da base ABCDEFG. Portanto, deverá ser dada bastante atenção a essa região

durante o tratamento numério.

Figura 2.1: Esoamento subs�nio sobre uma geometria irregular

O esoamento sobre essa geometria da Figura 2.1 é araterizado omo transiente,

laminar, subs�nio, não visoso e sem forças de orpo ou adição de alor, podendo então

ser modelado matematiamente pelas equações (2.9) a (2.14) e pela equação de estado

(2.16), isto é, pelas equações de Euler.

As ondições iniiais são espei�adas nas variáveis onservativas do vetor Q no ins-

tante t = 0. Para as ondições de ontorno, observando a Figura 2.1, a base da geometria

é sólida, impermeável e sem atrito visoso, enquanto a parte superior e a saída do esoa-

mento são livres. A entrada de �uido na geometria é onstante, onde para a veloidade



2.4 Esoamento sobre uma geometria irregular 28

do �uido temos u = u0 e v = v0 = 0.

Como será visto nos valores das ondições iniiais e através das araterístias das

ondições de ontorno, esse esoamento sobre a geometria irregular se assemelha om um

esoamento externo sobre prédios e asas durante uma tempestade (veloidade do ar por

volta de 30m/s). Entretanto não se onsidera os termos de turbulênia.

Para o esoamento sobre essa geometria irregular da Figura 2.1 não foram enontrados

trabalhos numérios ou experimentais para omparação de resultados. Portanto, para

garantir que os resultados gerados pelo ódigo omputaional são satisfatórios, o ódigo

deve ser validado por asos testes semelhantes.

Com as ondições itadas nos parágrafos anteriores, é possível iniiar o tratamento

numério para obtenção do ampo de esoamento ao longo desta geometria irregular.

Toda a metodologia para o tratamento numério das equações da dinâmia dos �uidos

será detalhado nos próximos apítulos.



Capítulo 3

Solução Numéria

Os métodos numérios são importantes ferramentas utilizadas para obtenção de so-

luções aproximadas de modelos matemátios, prinipalmente de equações difereniais

pariais que modelam diversos fen�menos físios envolvidos em problemas prátios de

engenharia.

Os métodos utilizados para obtenção de soluções das equações difereniais podem ser

lassi�ados em dois tipos: explíitos e implíitos. Os métodos explíitos geralmente são

mais simples de serem implementados omputaionalmente, entretanto possuem ritérios

de estabilidade mais restritivos. Já os métodos implíitos são mais difíeis de serem

implementados, entretanto são mais estáveis e, portanto, possuem menos restrições om

relação aos ritérios de estabilidade [2℄.

Para problemas de esoamento de �uidos, os métodos mais tradiionais para obtenção

de soluções numérias são os métodos das diferenças �nitas (MDF) � que será utilizado

neste trabalho.

Para as soluções numérias deste trabalho, será utilizado o Método Explíito de Ma-

Cormak de segunda ordem de preisão no tempo e no espaço [6℄, aproximando as equações

de Navier-Stokes por diferenças �nitas em oordenadas generalizadas.

3.1 Aproximação por Diferenças Finitas

O método de diferenças �nitas onsiste em aproximar em ada ponto do domínio

as equações diferenias por expressões algébrias, isto é, disretizar a equação diferenial.

Para essa disretização das equações, é neessária a onstrução de uma malha, que onsiste

em um onjunto disreto de pontos pertenentes ao domínio.
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Segundo [2℄, a idéia da representação de diferenças �nitas para uma derivada ontínua

pode ser introduzida através da de�nição da derivada para a função f(x, y) no ponto

x = x0 e y = y0:

∂f

∂x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
(3.1)

Ainda de aordo om [2℄, a aproximação das diferenças �nitas pode ser obtida de mui-

tas formas, entretanto uma das formas mais utilizadas é através do uso de uma expansão

da Série de Taylor. Desenvolvendo-a para f(x0 +∆x, y0) em (x0, y0), temos:

f(x0 +∆x, y0) = f(x0, y0) +
∂f

∂x

∣∣∣
0
∆x+

∂2f

∂x2

∣∣∣
0

(∆x)2

2!
+ · · ·

+
∂N−1f

∂xN−1

∣∣∣
0

(∆x)N−1

(N − 1)!
+

∂Nf

∂xN

∣∣∣
ξ

(∆x)N

N !
x0 ≤ ξ ≤ (x0 +∆x) (3.2)

onde o último termo pode ser identi�ado omo o resto.

Muitas equações difereniais pariais que modelam fen�menos da meânia dos �uidos

e transferênia de alor envolvem apenas a primeira e segunda derivada parial e, geral-

mente, estas derivadas são representadas usando apenas valores de dois ou três pontos da

malha [2℄.

As equações difereniais pariais utilizadas para a solução numéria das equações

de Navier-Stokes podem ser aproximadas por diferenças �nitas progressivas, atrasadas e

entradas.

As expressões mais usuais para aproximação da primeira derivada de f(x, y) são:

• Diferenças Progressivas:

∂f

∂x

∣∣∣
i,j

=
fi+1,j − fi,j

∆x
+O(∆x) (3.3)

∂f

∂y

∣∣∣
i,j

=
fi,j+1 − fi,j

∆y
+O(∆y) (3.4)

∂f

∂x

∣∣∣
i,j

=
−3fi,j + 4fi+1,j − fi+2,j

2∆x
+O[(∆x)2] (3.5)
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∂f

∂y

∣∣∣
i,j

=
−3fi,j + 4fi,j+1 − fi,j+2

2∆y
+O[(∆y)2] (3.6)

• Diferenças Centradas:

∂f

∂x

∣∣∣
i,j

=
fi+1,j − fi−1,j

2∆x
+O[(∆x)2] (3.7)

∂f

∂y

∣∣∣
i,j

=
fi,j+1 − fi,j−1

2∆y
+O[(∆y)2] (3.8)

• Diferenças Atrasadas:

∂f

∂x

∣∣∣
i,j

=
fi,j − fi−1,j

∆x
+O(∆x) (3.9)

∂f

∂y

∣∣∣
i,j

=
fi,j − fi,j−1

∆y
+O(∆y) (3.10)

∂f

∂x

∣∣∣
i,j

=
3fi,j − 4fi−1,j + fi−2,j

2∆x
+O[(∆x)2] (3.11)

∂f

∂y

∣∣∣
i,j

=
3fi,j − 4fi,j−1 + fi,j−2

2∆y
+O[(∆y)2] (3.12)

Os erros de trunamento são representados por O(∆x), O(∆y), O[(∆x)2] e O[(∆y)2],

que são a diferença entre a derivada parial e a representação por diferenças �nitas.

A segunda derivada parial também pode ser aproximada por diferenças �nitas, onde

é mais omum utilizar três pontos para as aproximações,

• Diferenças Progressivas:

∂2f

∂x2

∣∣∣
i,j

=
fi,j − 2fi+1,j + fi+2,j

(∆x)2
+O(∆x) (3.13)



3.2 Coordenadas Generalizadas 32

∂2f

∂y2

∣∣∣
i,j

=
fi,j − 2fi,j+1 + fi,j+2

(∆y)2
+O(∆y) (3.14)

• Diferenças Centradas:

∂2f

∂x2

∣∣∣
i,j

=
fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

(∆x)2
+O[(∆x)2] (3.15)

∂2f

∂y2

∣∣∣
i,j

=
fi,j+1 − 2fi,j + fi,j−1

(∆y)2
+O[(∆y)2] (3.16)

• Diferenças Regressivas:

∂2f

∂x2

∣∣∣
i,j

=
fi,j − 2fi−1,j + fi−2,j

(∆x)2
+O(∆x) (3.17)

∂2f

∂y2

∣∣∣
i,j

=
fi,j − 2fi,j−1 + fi,j−2

(∆y)2
+O(∆y) (3.18)

Por meio da manipulação da Série de Taylor, podem-se aproximar as derivadas pariais

de ordem superior a dois. Por este proesso, também se pode obter aproximações das

derivadas pariais mistas de primeira ordem e superiores. Essas aproximações e outras

podem ser veri�adas em [2℄.

3.2 Coordenadas Generalizadas

O método das diferenças �nitas pode ser apliado em qualquer tipo de malha, entre-

tanto é mais fáil apliá-las em um sistema oordenado ortogonal [1℄. Porém, a maioria

dos problemas reais de engenharia possui geometrias omplexas, o que torna a utilização

de oordenadas ortogonais limitada. Para soluionar este problema, deve-se utilizar uma

disretização oinidente om a fronteira e o sistema oordenado generalizado [4℄.

Um aso que exempli�a bem a limitação da utilização das oordenadas ortogonais é
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o do esoamento ao redor de um ilindro [1℄. Com a utilização das oordenadas artesia-

nas, onforme Figura 3.1(a), não tem-se todos os pontos da malha dentro do domínio de

solução, o que exige um trabalho mais ompliado de implementação omputaional de-

vido as di�uldades na apliação das ondições de ontorno sobre a fronteira. Entretanto,

onforme a Figura 3.1(b), om a disretização oinidente om a fronteira, isto é, utili-

zando as oordenadas generalizadas, todos os pontos da malha estão dentro do domínio

de solução, o que failita a apliação das ondições de ontorno sobre a fronteira.

(a) (b)

Figura 3.1: Disretização: (a) artesiana; (b) oinidente om a fronteira [1℄

Quando a disretização oinidente om a fronteira é realizada através de um sistema

de oordenadas existe uma regra de ordenação na malha e suas élulas sempre possuem

o mesmo número de vizinhos, o que failita a implementação do ódigo omputaional.

Estas malhas resultantes da disretização oinidente om a fronteira são hamadas de

malhas estruturadas [1℄.

Além das malhas estruturadas, existem também as malhas não-estruturadas, que são

malhas mais versáteis e podem ser usadas em domínios omplexos. Entretanto, existe a

desvantagem na implementação do ódigo omputaional, pois ao ontrário das malhas

estruturadas, as malhas não-estruturadas não possuem uma regra de ordenação [1℄ [3℄.

Analisando as vantagens e desvantagens de ada tipo de malha, pela failidade de

implementação do ódigo omputaional e da não neessidade de adaptação da malha, a

utilização das malhas estruturadas foi adotada neste trabalho.

Para obtenção das malhas estruturadas bidimensionais no sistema de oordenadas

generalizadas é neessário enontrar a transformação do sistema oordenado artesiano

(x, y) para o sistema oordenado generalizado (ξ, η). Essa transformação permite o mape-
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amento de geometrias regulares e irregulares, esritas em (x, y), numa geometria regular

esrita em (ξ, η). Essa transformação de sistema simpli�a muito a implementação do

ódigo omputaional e a apliação das ondições de ontorno.

O sistema oordenado generalizado normalizado, onde (∆ξ = 1,∆η = 1), é o domínio

omputaional, enquanto o sistema oordenado artesiano é o domínio físio.

As oordenadas generalizadas (também hamadas de oordenadas urvilíneas) de um

ponto podem ser relaionadas om as oordenadas artesianas por duas equações de trans-

formação dadas por [1℄ [2℄:

ξ = ξ(x, y) (3.19)

η = η(x, y) (3.20)

Os difereniais no domínio omputaional são dados por [1℄ [2℄:

dξ = ξxdx+ ξydy (3.21)

dη = ηxdx+ ηydy (3.22)

onde ξx, ξy, ηx e ηy são as derivadas de ξ e η nas direções x e y.

Os difereniais também podem ser relaionados na forma matriial [1℄ [2℄,

[
dξ

dη

]
=

[
ξx ξy

ηx ηy

][
dx

dy

]
(3.23)

ou por

[dT ] = [A][dF ] (3.24)

onde dT e dF são os difereniais no domínio omputaional e domínio físio, respetiva-

mente.

Seguindo a mesma idéia para o domínio omputaional, os difereniais no domínio

físio também podem ser relaionados na forma matriial,

[
dx

dy

]
=

[
xξ xη

yξ yη

][
dξ

dη

]
(3.25)
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ou por

[dF ] = [B][dT ] (3.26)

Usando as equações (3.24) e (3.26), tem-se:

A = B−1 = J

[
yη −xη

−yξ xξ

]
(3.27)

onde o jaobiano da transformação J é de�nido por:

J = det[A] =
1

det[B]
(3.28)

ou

J = (xξyη − xηyξ)
−1

(3.29)

Realizando uma omparação entre [A] e [B−1], tem-se as métrias desta transforma-

ção, que representa a transformação do sistema (x, y) para o sistema (ξ, η) [1℄ [2℄,

ξx = Jyη (3.30)

ξy = −Jxη (3.31)

ηx = −Jyξ (3.32)

ηy = Jxξ (3.33)

Através do teorema da função inversa pode-se também obter a transformação do sis-

tema (ξ, η) para o sistema (x, y), dadas por [1℄ [2℄:

x = x(ξ, η) (3.34)

y = y(ξ, η) (3.35)

onde as métrias destas funções são expressas por [1℄ [2℄,

xξ =
1

J
ηy (3.36)
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xη = −
1

J
ξy (3.37)

yξ = −
1

J
ηx (3.38)

yη =
1

J
ξx (3.39)

As derivadas xξ, yξ, xη e yη podem ser aproximadas através do método das diferenças

�nitas, onforme as equações (3.3) a (3.18). Como o Método Original de MaCormak [6℄

é de segunda ordem no espaço e no tempo, as derivadas serão aproximadas por diferenças

�nitas de segunda ordem.

No interior do domínio, as derivadas foram aproximadas por diferenças entradas:

(xξ)i,j =
xi+1,j − xi−1,j

2∆ξ
(3.40)

(yξ)i,j =
yi+1,j − yi−1,j

2∆ξ
(3.41)

(xη)i,j =
xi,j+1 − xi,j−1

2∆η
(3.42)

(yη)i,j =
yi,j+1 − yi,j+1

2∆η
(3.43)

Para a fronteira de entrada, as derivadas foram aproximadas por diferenças progres-

sivas:

(xξ)i,j =
3xi,j − 4xi+1,j + xi+2,j

2∆ξ
(3.44)

(yξ)i,j =
3yi,j − 4yi+1,j + yi+2,j

2∆ξ
(3.45)

Para a fronteira de saída, as derivadas foram aproximadas por diferenças atrasadas:

(xξ)i,j =
−3xi,j + 4xi−1,j − xi−2,j

2∆ξ
(3.46)
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(yξ)i,j =
−3yi,j + 4yi−1,j − yi−2,j

2∆ξ
(3.47)

Para a fronteira inferior, as derivadas foram aproximadas por diferenças progressivas:

(xη)i,j =
3xi,j − 4xi,j+1 + xi,j+2

2∆η
(3.48)

(yη)i,j =
3yi,j − 4yi,j+1 + yi,j+2

2∆η
(3.49)

Para a fronteira superior, as derivadas foram aproximadas por diferenças atrasadas:

(xη)i,j =
−3xi,j + 4xi,j−1 − xi,j−2

2∆η
(3.50)

(yη)i,j =
−3yi,j + 4yi,j−1 − yi,j−2

2∆η
(3.51)

A partir destas equações (3.40) a (3.51) é possível obter as métrias ξx, ξy, ηx e ηy.

3.3 Geração de Malhas

A geração da malha é uma das partes mais importantes na implementação de ódigos

omputaionais em dinâmia dos �uidos omputaional. Para se obter resultados satis-

fatórios nas simulações numérias é neessário que a malha seja de boa qualidade, isto é,

que possua um re�namento apropriado em todo o domínio.

O método mais simples para geração de malha é o manual. Entretanto, em muitos a-

sos este pode ser muito trabalhoso, prinipalmente em geometrias tridimensionais. Neste

aso, é neessário que a geração das malhas seja realizada através de métodos automátios.

Existem diversos métodos automátios para a geração de malhas, sendo lassi�ados

geralmente omo métodos algébrios e difereniais [1℄ [4℄. A utilização de ada um destes
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métodos depende do tipo da geometria e dos requisitos de qualidade da malha.

Um dos métodos mais utilizados na geração de malhas bidimensionais é o método

diferenial, prinipalmente o que utiliza equações difereniais elíptias. São métodos mais

gerais e possuem ummaior ontrole na distribuição das linhas nos loais de maior interesse.

O sistema de equações difereniais elíptias de geração de malhas é dado por [1℄ [2℄ [4℄:

∇2ξ = P (ξ, η) (3.52)

∇2η = Q(ξ, η) (3.53)

onde temos a transformação dada por,

ξ = ξ(x, y) (3.54)

η = η(x, y) (3.55)

sendo ξ e η as variáveis dependentes e x e y as variáveis independentes.

Nas equações (3.52) e (3.53) estão inluídos os termos fontes P (ξ, η) e Q(ξ, η), estes

que permitem fazer ajustes na onentração das linhas na malha.

Existem diversas expressões para P e Q, uma delas é dada de aordo om [1℄ [2℄ [4℄:

P (ξ, η) = −
N∑

j=1

ajsign(ξ − ξj)exp
−cj |ξ−ξj | + · · ·

−
M∑

i=1

bjsign(ξ − ξi)exp
−di[(ξ−ξi)2+(η−ηi)2]

1

2

(3.56)

Q(ξ, η) = −
N∑

j=1

ajsign(η − ηj)exp
−cj |η−ηj | + · · ·

−
M∑

i=1

bjsign(η − ηi)exp
−di[(ξ−ξi)2+(η−ηi)2]

1

2

(3.57)

onde M e N são, respetivamente, o números de nodos na direção x e y e ξi e ηi os

respetivos valores nos nodos. Já os parâmetros aj , bj , cj e dj são dados.

Segundo [1℄ [4℄, as soluções das equações geradoras (3.52) e (3.53) são muito difundidas

no sistema de oordenadas generalizadas. Portanto, assim omo as equações de Navier-

Stokes para esoamento ompressível, as equações de geração de malha também foram
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resolvidas no domínio omputaional.

As equações de geração de malhas transformadas bidimensionais são dadas por [1℄ [2℄

[4℄:

αxξξ + γxηη − 2βxξη +
( 1

J2

)
(Pxξ +Qxη) = 0 (3.58)

αyξξ + γxηη − 2βyξη +
( 1

J2

)
(Pyξ +Qyη) = 0 (3.59)

onde

α = g22 = x2
η + y2η (3.60)

γ = g11 = x2
ξ + y2ξ (3.61)

β = g12 = g21 = xξxη + yξyη (3.62)

são as omponentes do tensor métrio gij assoiado à transformação.

É difíil a obtenção das soluções analítias das equações de geração de malhas trans-

formadas. Porém, as mesmas podem ser resolvidas numeriamente através do método

das diferenças �nitas, utilizando as equações (3.3) a (3.18), semelhante ao que é realizado

para obtenção das equações (3.40) a (3.51).

Aproximando as derivadas pariais das equações (3.58) a (3.59) através do método das

diferenças �nitas é possível obter um sistema de equações algébrias que pode ser resolvido

utilizando o método iterativo SOR (Gauss-Seidel om parâmetro de relaxamento). Para a

solução, o ontorno do domínio físio são as ondições de ontorno requeridas pelo sistema

a ser resolvido e no interior do domínio [xi,j , yi,j] = 0. Assim é possível obter os valores

de xi,j e yi,j em todo o domínio, resultando em uma malha estruturada.

Apesar da e�iênia das equações difereniais elíptias para a geração das malhas

estruturadas, em alguns asos, os fatores P e Q não são su�ientes para atrair as linhas

oordenadas onforme desejado.

Este problema pode ser observado em geometrias omplexas, onde em muitos asos

não se onsegue um re�namento satisfatório em toda a malha, o que a torna de baixa

qualidade. Como já itado anteriormente, a qualidade da solução está diretamente ligada

om a qualidade da malha, então novas alternativas devem ser utilizadas para reverter

este problema.
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O diagrama do algoritmo omputaional para a geração da malha através da solução

das equações difereniais elíptias é dado pela Figura 3.2:

Figura 3.2: Algoritmo omputaional de geração de malha

3.4 Malhas estruturadas multibloo

Como visto na seção anterior, as soluções numérias de problemas de esoamento de

�uidos em geometrias omplexas podem ser de baixa qualidade devido à utilização de

malhas estruturadas om um re�namento ruim, prinipalmente as geradas através das

equações difereniais elíptias, pois os termos fontes P e Q nem sempre são su�ientes

para gerar um bom re�namento da malha. Entretanto, através da utilização de malhas

estruturadas multibloo é possível obter um ontrole maior do re�namento da malha em

todas as regiões do domínio sem aumentar extremamente o usto omputaional [16℄.
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A ténia de multibloo onsiste em dividir o domínio do problema em subdomínios

(ou bloos) e, dentro de ada subdomínio, gerar uma malha estruturada. Assim, é possível

obter uma malha om re�namento apropriado em todo o domínio, podendo ainda ada

bloo possuir um grau de re�namento diferente, o que possibilita um melhor re�namento

da malha em regiões espeí�as, evitando assim aumentar desneessariamente o número

de pontos e onseqüentemente o usto omputaional.

Portanto, a ténia de multibloo é uma ótima alternativa para a geração de malhas

estruturadas em problemas de esoamento de �uidos em geometrias omplexas. Além

disso, essa ténia permite que as oordenadas possam ser de�nidas em i e j, failitando

a implementação do ódigo omputaional.

A onexão entre os bloos pode ser realizada através de malhas oinidentes e não

oinidentes na fronteira [1℄ [4℄ [17℄, onforme pode ser visto nas Figuras 3.3:

(a) (b)

Figura 3.3: Conexão entre malhas multibloo: (a) oinidentes; (b) não oinidentes

A di�uldade da apliação da ténia de multibloo onsiste prinipalmente no pro-

edimento de troa de informações entre os bloos vizinhos, prinipalmente quando os

bloos apresentam um re�namento diferente, omo é o aso das malhas não oinidentes

na fronteira. Essa onexão deve ser tratada om bastante atenção, pois a forma om que é

realizada a troa de informações entre os bloos vizinhos pode in�ueniar na onvergênia

do método numério.

A vantagem das malhas estruturadas multibloo oinidentes na fronteira é a de não

neessitar da utilização das funções de interpolação para a onexão entre os bloos. Apesar

das malhas estruturadas multibloo não oinidentes na fronteira neessitarem das funções

de interpolação, apresentam a vantagem de possibilitar um melhor re�namento da malha
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em regiões espeí�as do domínio [17℄.

Em esoamento de �uidos a transferênia de informações entre bloos vizinhos pode

ser realizada através do vetor das variáveis onservadas Q, onforme equação (2.10).

Essa transferênia de informações para um determinado bloo é realizada através de uma

apliação de ondições de ontorno, onde as informações a serem transferidas para este

bloo são em função dos valores que estão disponíveis no bloo vizinho [1℄ [4℄.

A ténia de multibloo é geralmente utilizada em malhas estruturadas em geometrias

omplexas, entretanto também pode ser utilizada em malhas não estruturadas [3℄.

3.5 Equações de Navier-Stokes em oordenadas gene-

ralizadas

Em muitas apliações é desejado que as equações de Navier-Stokes para esoamento

ompressível bidimensional sejam expressas na forma onservativa e em oordenadas ge-

neralizadas, onforme abaixo [2℄ [15℄:

∂ �Q

∂t
+

∂(Êinv − Êvis)

∂ξ
+

∂(�Finv − �

Fvis)

∂η
= 0 (3.63)

onde

�

Q = J−1




ρ

ρu

ρv

Et




(3.64)

Êinv = J−1




ρU

ρuU + ξxp

ρvU + ξyp

U(Et + p)




(3.65)

�

Finv = J−1




ρV

ρuV + ηxp

ρvV + ηyp

V (Et + p)




(3.66)
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Êvis = J−1




0

Re−1(ξxτxx + ξyτxy)

Re−1(ξxτxy + ξyτyy)

Re−1[ξx(τxxu+ τxyv) + ξy(τxyu+ τyyv)]




(3.67)

Êvis = J−1




0

Re−1(ηxτxx + ηyτxy)

Re−1(ηxτxy + ηyτyy)

Re−1[ηx(τxxu+ τxyv) + ηy(τxyu+ τyyv)]




(3.68)

e o Jaobiano da transformação é dado por,

J = (xξyη − xηyξ)
−1

(3.69)

As veloidades ontravariantes U e V são expressas por:

U = ξxu+ ξyv, V = ηxu+ ηyv (3.70)

As tensões visosas τxx, τxy e τyy também são esritas na forma transformada, onde:





τxx =
2

3
µ[2(ξxuξ + ηxuη)− (ξyvξ + ηyvη)]

τxy = µ[ξyuξ + ηyuη + ξxvξ + ηxvη]

τyy =
2

3
µ[2(ξyvξ + ηyvη)− (ξxuξ + ηxuη)]

(3.71)

Quando as equações de Navier-Stokes são esritas no domínio omputaional, isto

é, no sistema oordenado generalizado, tem-se failidades na implementação do ódigo

omputaional. Isto oorre pois o domínio omputaional é �xo e, desde que as regras de

mapeamento sejam obedeidas, mudanças no domínio físio podem ser realizadas sem a

neessidade de alterações no ódigo omputaional. Neste aso, as informações do domínio

físio são forneidas ao ódigo omputaional por meio das métrias da transformação que

estão inseridas nas equações de Navier-Stokes [1℄.

As equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível são equações difereniais
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não-lineares podendo apresentar omportamento variados, tais omo hiperbólio, para-

bólio ou elíptio ou ainda ombinações destas dependendo do domínio e ondições de

esoamento. Existem diversos esquemas de diferenças �nitas implíitos e explíitos que

são apazes de resolver estas equações [1℄ [2℄.

3.6 Método Original de MaCormak

As equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível são omplexas e neessita-

se de solução numéria para obtenção de resultados. Segundo [2℄, tanto os métodos

explíitos quanto os implíitos de diferenças �nitas tem sido usados om uma abordagem

dependente do tempo para a solução dessas equações. A maioria destes métodos são de

segunda ordem de preisão no espaço e de primeira ou segunda ordem de preisão no

tempo.

Devido a esta omplexidade das equações, diversos métodos têm apareido na litera-

tura para obtenção de soluções. Um método bastante utilizado e que é referênia para

diversos outros métodos atuais é o Método Original de MaCormak [6℄.

Este método é muito utilizado para obtenção de soluções numérias de equações dife-

reniais pariais hiperbólias e é apliado para soluções numérias das equações de Navier-

Stokes para esoamento ompressível.

Conheido também omo Esquema Preditor-Corretor de MaCormak [6℄, este mé-

todo possui diferenças progressivas (ou �forward�) para todas derivadas do espaço no

passo Preditor, enquanto possui diferenças atrasadas (ou �bakward�) no passo Corre-

tor. As diferenças progressivas ou atrasadas podem ser alteradas entre o passo Preditor

e Corretor [2℄.

Quando o Método Original de MaCormak [6℄ é apliado as equações (3.63), tem-se

omo resultado o seguinte algoritmo [2℄:

• Preditor:

�

Q

n+1

i,j = �

Q

n

i,j −
∆t

∆ξ

[
(Êinv)

n
i+1,j − (Êinv)

n
i,j

]
−

∆t

∆η

[
(�Finv)

n
i,j+1 − (�Finv)

n
i,j

]
+ · · ·

−
∆t

∆ξ

[
(Êvis)

n
i+1,j − (Êvis)

n
i,j

]
−

∆t

∆η

[
(�Fvis)

n
i,j+1 − (�Fvis)

n
i,j

]
(3.72)
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• Corretor:

�

Q

n+1

i,j =
1

2

(
�

Q

n

i,j + �

Q

n+1

i,j −
∆t

∆ξ

[
(Êinv)

n+1
i,j − (Êinv)

n+1
i−1,j

]
+ · · ·

−
∆t

∆η

[
(�Finv)

n+1
i,j − (�Finv)

n+1
i,j−1)

]
−

∆t

∆ξ

[
(Êvis)

n+1
i,j − (Êvis)

n+1
i−1,j

]
+ · · ·

−
∆t

∆η

[
(�Fvis)

n+1
i,j − (Êvis)

n+1
i,j−1)

])
(3.73)

O termo

�

Q

n+1

i,j é um valor predito de

�

Q no passo de tempo n + 1 determinado pela

equação (3.72) no passo Preditor. Após, no passo Corretor a equação (3.73) fornee o

valor �nal de

�

Q no passo de tempo n+ 1 [2℄ [6℄.

O monitoramento da estabilidade do método é realizado pela observação do resíduo

em todos os pontos internos do domínio disretizado, onforme a equação abaixo,

residuo = log10

[
M−1,N−1∑

i,j=2,2

√
J2(�Q

n−1

i,j − �

Q

n

i,j)
2

(M − 2)(N − 2)

]
(3.74)

Dentre as variáveis onservadas de

�

Q, a utilizada na equação aima para determinação

do resíduo é a densidade ρ.

O Método Original de MaCormak [6℄ é um método numério explíito. Este não

é de difíil implementação omputaional quando omparado om os métodos implíitos,

entretanto possui ondições mais restritivas om relação à estabilidade, onde é neessário

utilizar um passo de tempo relativamente pequeno para manter a estabilidade.

3.7 Condição CFL e o passo de tempo

Para manter o esquema numério estável, o valor do passo de integração temporal

pode ser de�nido pela seguinte fórmula empíria em oordenadas generalizadas [2℄ [6℄

[18℄,

∆t =
CFL

( 2ν
Re

+ CFx+ CFy)
(3.75)

onde CFL é o número de Courant-Friedrihs-Lewy. Para o método explíito de MaCor-

mak o valor de CFL deve ser menor ou igual a 0, 5.

Os valores de CFx e CFy da equação aima podem ser determinados através das
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seguintes expressões:

CFx = |ξxu+ ξyv|+

√
γp

ρ

√
ξ2x + ξ2y (3.76)

CFy = |ηxu+ ηyv|+

√
γp

ρ

√
η2x + η2y (3.77)

sendo CFx e CFy os máximos valores enontrados no domínio.

3.8 Condições de Contorno

A ondição de ontorno de Dirihlet é uma das mais fáeis de serem utilizadas e imple-

mentadas omputaionalmente. Para os ódigos omputaionais em esoamento de �uido

ompressível, podem ser do tipo:

• Entrada (Inlet):

É a região onde oorre a injeção de �uido no domínio, onde todas as propriedades são

forneidas.

• Saída (Outlet):

É a região que representa a saída do �uido no domínio. As ondições de ontorno são

aproximadas por extrapolação da seguinte forma:

ρi,j =
4ρi−1,j − ρi−2,j

3
(3.78)

ui,j =
4ui−1,j − ui−2,j

3
(3.79)

vi,j =
4vi−1,j − vi−2,j

3
(3.80)

pi,j =
4pi−1,j − pi−2,j

3
(3.81)
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Com isso, pode-se determinar a energia interna:

(Et)i,j =
pi,j

(γ − 1)
+

1

2
ρi,j(v

2
i,j + u2

i,j) (3.82)

• Aberto (Opening):

Estas ondições de ontorno permitem o esoamento do �uido para fora ou dentro do

domínio, dependendo somente das ondições do esoamento.

As ondições de ontorno podem ser determinadas onforme as seguintes expressões:

ρi,j =
4ρi,j−1 − ρi,j−2

3
(3.83)

ui,j =
4ui,j−1 − ui,j−2

3
(3.84)

vi,j =
4vi,j−1 − vi,j−2

3
(3.85)

pi,j =
4pi,j−1 − pi,j−2

3
(3.86)

ou por,

ρi,j =
4ρi,j+1 − ρi,j+2

3
(3.87)

ui,j =
4ui,j+1 − ui,j+2

3
(3.88)

vi,j =
4vi,j+1 − vi,j+2

3
(3.89)

pi,j =
4pi,j+1 − pi,j+2

3
(3.90)
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Com isso, a energia interna pode ser determinada onforme a equação (3.82).

• Parede (Wall):

Representa as ondições de ontorno impermeáveis do esoamento visoso e não-

visoso. Para a densidade, pressão e energia, as ondições de ontorno podem ser de-

terminadas onforme as ondições do tipo Opening. Entretanto, a apliação das ondi-

ções de ontorno para a veloidade é diferente, sendo lassi�adas omo Free-Slip para

esoamento não-visoso e No-Slip para esoamento visoso.

Para a ondição de ontorno do tipo Free-Slip, a veloidade na parede não é nula e

pode ser determinada pelas seguinte relações,

1. Veloidade ontravariante V :

|ηx| ≥ |ηy| :

{
v = (4vi,j+1 − vi,j+2)/3

u = −ηyv/ηx
(3.91)

|ηx| < |ηy| :

{
u = (4ui,j+1 − ui,j+2)/3

v = −ηxu/ηy
(3.92)

ou por,

|ηx| ≥ |ηy| :

{
v = (4vi,j−1 − vi,j−2)/3

u = −ηyv/ηx
(3.93)

|ηx| < |ηy| :

{
u = (4ui,j−1 − ui,j−2)/3

v = −ηxu/ηy
(3.94)

2. Veloidade ontravariante U :

|ξx| ≥ |ξy| :

{
v = (4vi−1,j − vi−2,j)/3

u = −ξyv/ξx
(3.95)

|ξx| < |ξy| :

{
u = (4ui−1,j − ui−2,j)/3

v = −ξxu/ξy
(3.96)
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ou por,

|ξx| ≥ |ξy| :

{
v = (4vi+1,j − vi+2,j)/3

u = −ξyv/ξx
(3.97)

|ξx| < |ξy| :

{
u = (4ui+1,j − ui+2,j)/3

v = −ξxu/ξy
(3.98)

Na ondição de ontorno do tipo No-Slip, a veloidade na parede é nula de aordo

om o oneito de amada-limite do esoamento visoso.

3.9 Diagrama do algoritmo omputaional

Com a metodologia desrita neste apítulo é possível obter soluções das equações de

Navier-Stokes em diversos domínios bidimensionais.

Os algoritmos omputaionais desenvolvidos neste trabalho seguiram a mesma meto-

dologia e o proedimento numério utilizado pode ser visto onforme o diagrama de bloos

da Figura 3.4.
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Figura 3.4: Algoritmo omputaional prinipal



Capítulo 4

Resultados e Disussões

O objetivo deste apítulo é disutir os resultados do esoamento sobre a geometria

irregular da Figura 2.1. Entretanto, iniialmente será realizada a validação do ódigo

omputaional através de três asos testes, onde os resultados numérios obtidos neste

trabalho serão omparados om resultados analítios, numérios e experimentais enon-

trados na literatura.

Para a validação do ódigo omputaional, foram esolhidos os seguintes asos testes: o

esoamento laminar em um anal e o esoamento sobre um degrau desendente (bakward

faing step), que são esoamento subs�nio em regime permanente, e o esoamento sobre

uma rampa urva, que é um esoamento supers�nio em regime transiente. Após este

proesso de validação, �nalmente serão disutidos os resultados do esoamento sobre a

geometria irregular da Figura 2.1.

Todas as simulações foram realizadas em um omputador om proessador: Intel(R)

Core(TM)2 de 2.83GHz e 3.9 GB de memória RAM.

4.1 Esoamento laminar em um anal

O esoamento laminar em um anal possui grande importânia devido a sua grande

apliação prátia [19℄. Além disso, também pode ser utilizado para validação de ódigos

omputaionais, onde os resultados numérios são omparados om os resultados teórios

e experimentais, onforme realizado por [5℄, [20℄ e [21℄.

Este esoamento é araterizado por apresentar uma seção de alimentação e uma de

desarga em um anal formado por duas plaas paralelas separadas por uma distânia

2r, onforme a Figura 4.1. Normalmente o �uido é injetado na entrada do anal om um
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per�l de veloidade reto ou parabólio e, após um tempo, iniia-se a formação da amada

limite, tornando importantes os efeitos visosos. Quando o esoamento se desenvolve

ompletamente, o per�l de veloidade torna-se parabólio ao longo do anal devido as

forças visosas presentes nas equações de quantidade de movimento [19℄.

Figura 4.1: Esoamento laminar em um anal

Considerando o esoamento laminar, subs�nio e ompletamente desenvolvido no in-

terior do anal, o per�l de veloidade parabólio uniforme ao longo do anal pode ser

determinado analitiamente pela seguinte expressão [19℄:

u(y) = Umax

[
1−

(
y

r

)2]
(4.1)

onde Umax é a veloidade máxima loalizada, r é o raio interno de entrada do anal e y é

a ordenada artesiana, onde o eixo x é oinidente om o eixo de simetria do anal.

Este problema pode ser modelado matematiamente pelas equações (2.9) a (2.16).

Através da solução numéria destas equações no estado permanente, os valores das veloi-

dades ao longo do anal devem ser omparados om a solução analítia dada pela equação

(4.1).

Além das referênias itadas anteriormente, mais informações sobre o esoamento

laminar em um anal podem ser enontradas nas seguintes referênias: [3℄, [14℄ e [22℄.

Para a validação do ódigo omputaional, onsidera-se um anal om as seguintes di-

mensões, h = 2r = 1, 13×10−3m e L = 20h, onforme a Figura 4.1. Para este domínio, foi

utilizada uma malha estruturada multibloo om dois bloos, onforme mostrada parial-

mente na Figura 4.2. O primeiro bloo (bloo 1), que está em vermelho, é onde oorre a

entrada do �uido. O segundo bloo (bloo 2), que está em azul, é onde oorre a entrada do

�uido do bloo 1 e também a saída do �uido. A malha de ada bloo possui 60×50 nodos.
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BLOCO 1 BLOCO 2

Figura 4.2: Detalhe da malha na região entral do anal

Para o tratamento da fronteira entre os bloos 1 e 2, tem-se que elas são oinidentes

�siamente. Para a troa de informações entre os bloos, a malha estruturada multibloo

é oinidente na fronteira.

Na fronteira entre os bloos, a fronteira do bloo 1 é onsiderada omo uma ondição

de ontorno de saída outlet, pois o �uido sai deste bloo. No bloo 2, a fronteira é a

entrada do �uido que sai do bloo 1, sendo onsiderada uma ondição de ontorno de

entrada inlet. Como pode ser visto na Figura 4.3, os valores das variáveis de entrada do

bloo 2 são iguais aos valores das variáveis de saída do bloo 1.

Figura 4.3: Representação da onexão na fronteira

Analisando a Figura 4.3, observa-se que o vetor das variáveis onservadas

�

Q é oini-

dente na fronteira para os bloos 1 e 2, onde:

�

QB1 = �

QB2 (4.2)

Para evitar uma desontinuidade numéria da solução na fronteira entre os bloos,

após ada iteração é apliada nessa fronteira uma ondição de ontorno numéria, onde

os valores das variáveis são determinados através das variáveis vizinhas a esta fronteira.

Essa ondição numéria é apliada nas variáveis do esoamento de aordo om as

seguintes expressões:
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ρ̃i,j =
ρi−1,j + ρi+1,j

2
(4.3)

ũi,j =
ui−1,j + ui+1,j

2
(4.4)

ṽi,j =
vi−1,j + vi+1,j

2
(4.5)

p̃i,j =
pi−1,j + pi+1,j

2
(4.6)

(Ẽt)i,j =
p̃i,j

(γ − 1)
+

1

2
ρ̃i,j(ṽ

2
i,j + ũ2

i,j) (4.7)

Como ondições iniiais, em todo domínio onsidera-se um anal ompletamente heio

om os seguintes valores para as variáveis:






ρ0 = 1, 21kg/m3

p0 = 1, 01× 105N/m2

u0 = v0 = 0, 00m/s

µ = 1, 81× 10−5kg/(m.s)

γ = 1, 40

(4.8)

Na entrada do anal onsidera-se a injeção de �uido om um per�l de veloidade

parabólio onforme a equação (4.1), onde a veloidade máxima loalizada é dada por

Umax = 1, 0m/s. Para as ondições de ontorno, na saída do anal tem-se uma ondição

outlet e nas paredes impermeáveis e não esorregadias (esoamento visoso) tem-se uma

ondição No-Slip em regime subs�nio.

Com as ondições de entrada e iniiais e as ondições de ontorno itadas anteri-

ormente, foram obtidos resultados numérios satisfatórios através da implementação do

Método Original de MaCormak [6℄ e da utilização de malha estruturada multibloo, pois

os valores numérios obtidos são bastante semelhantes aos valores da solução analítia da

equação (4.1), onforme será visto a seguir.

Nas Figuras 4.4 e 4.5 pode-se observar a formação da amada limite e do per�l de ve-

loidade parabólio e uniforme ao longo do anal, o que está de aordo om os resultados

enontrados na literatura [5℄, [19℄, [20℄ e [21℄.
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Figura 4.4: Campo vetorial de veloidade na região entral do anal

Figura 4.5: Distribuição de veloidade na região entral do anal

Comparando os valores do per�l de veloidade obtidos na simulação numéria e os

alulados analitiamente através da equação (4.1), onlui-se que os resultados também

foram adequados em termos quantitativos onforme a Figura 4.6.
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Figura 4.6: Per�l de veloidade numério e analítio no entro do anal
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Na Figura 4.7 é analisado o grá�o do resíduo após 175000 iterações em um tempo

omputaional de 3 horas e 54 minutos, onde o passo de tempo em ada iteração foi de

aproximadamente de ∆t = 2, 5× 10−5
unidades de tempo adimensionais.

Figura 4.7: Grá�o de onvergênia do método numério

Na Figura 4.7 observa-se que o resíduo derese onforme aumenta o número de itera-

ções, o que pode assumir que a solução onverge ao estado permanente para o esoamento

ompletamente desenvolvido. Este resíduo foi determinado utilizando a densidade ρ de

aordo om a equação (3.74).

Para onsiderar que o esoamento laminar em um anal atingiu o estado permanente,

na seção entral x = 10h foi realizada uma diferença a ada 1000 iterações dos valores

nodais da veloidade atual un
om os valores obtidos a 1000 iterações anteriores un−1000

.

Então, o esoamento foi onsiderado permanente quando a máxima diferença entre un
e

un−1000
foi menor que o erro estimado 10−7

.

Embora o problema do esoamento em um anal seja de baixa veloidade e as equações

(2.9) a (2.16) sejam para esoamento ompressível, através da apliação do Método de

Original de MaCormak [6℄ para esoamento ompletamente desenvolvido é possível obter

bons resultados para problemas subs�nios em estado permanente, onforme também foi

realizado por [23℄ e [24℄.
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4.2 Esoamento sobre um degrau desendente

O esoamento bidimensional em um anal sobre um degrau desendente também é

freqüentemente utilizado omo aso teste para validação de ódigos omputaionais em

dinâmia dos �uidos omputaional, pois tem sido foo de muitos trabalhos numérios e

experimentais e, portanto, dispõe de uma boa quantidade de dados numérios e experi-

mentais. Além disso, este aso teste apresenta uma geometria simples e seu esoamento é

bastante interessante e mais omplexo que o esoamento laminar em um anal. Em muitos

trabalhos o esoamento sobre um degrau desendente é tratado da forma tridimensional

[7℄, [8℄, [9℄ e [10℄.

A araterístia do esoamento sobre um degrau desendente é de apresentar geral-

mente duas bolhas de reirulação em regime permanente, a primária e a seundária, que

são dependentes do número de Reynolds e dos parâmetros geométrios do anal [7℄ [8℄.

A bolha primária, também hamada de bolha de separação, oorre à jusante do degrau

desendente e é maior, enquanto a seundária oorre na parede do topo e é menor. Para

baixos números de Reynolds aparee somente a bolha de reirulação primária. Neste

aso teste o �uido é injetado na entrada do anal om um per�l de veloidade parabólio.

A maioria dos trabalhos numérios e experimentais do esoamento sobre um degrau

desendente envolve medições do omprimento das bolhas de reirulação e da veloidade

para uma gama de números de Reynolds, tanto para esoamento permanente em regime

laminar, de transição e turbulento [7℄ [8℄ [9℄ [10℄.

Neste problema o número de Reynolds é de�nido omo [8℄:

Re =
ρUbH

µ
(4.9)

onde Ub é dois terços da máxima veloidade de entrada Umax e H é a altura do anal a

jusante ou de saída.

Na Figura 4.8 pode ser observado os loais onde oorrem as bolhas de reirulação

e também a on�guração do esoamento e a de�nição dos omprimentos no aso tridi-

mensional. De aordo om a literatura e baseado em uma série de simulações realizadas

por [8℄ om diferentes valores de Lu, veri�ou-se que não existe in�uênia nos resultados

previstos quando Lu ≥ 5h. Para o omprimento de saída Ld, este não afeta o resultado

�nal quanto Ld = 32h. Seguindo estes requisitos, pode-se garantir que o esoamento não
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será in�ueniado na entrada e que estará totalmente desenvolvido na saída.

Figura 4.8: Esoamento sobre um degrau desendente [8℄

Além das referênias itadas anteriormente, mais informações e resultados podem ser

enontrados nas seguintes referênias: [25℄, [26℄, [27℄ e [28℄.

Para a validação do ódigo omputaional, as dimensões do degrau desendente são

h = 1, 13 × 10−3m, S = h, Lu = 5h e Ld = 32h, o que obedee os requisitos para os

omprimentos de Lu e Ld, não in�ueniando nos resultados do esoamento.

Para a geração de malha deste aso teste, é importante itar que diferentemente do

aso anterior, onde a utilização da ténia de multibloo foi somente om o intuito de

validação do ódigo omputaional, para este aso teste a geração da malha através das

equações difereniais elíptias e da ténia de multibloo é um requisito para geração de

uma malha de boa qualidade, pois se gerada em uma malha únia, na região a jusante

do degrau desendente a malha terá qualidade ruim, onforme pode ser visto na Figura 4.9.

Figura 4.9: Detalhe da malha estruturada únia do degrau desendente

Com a utilização da ténia de multibloo é possível obter um re�namento apropriado
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em toda malha, onforme mostrado parialmente na Figura 4.10. Para a geração desta

malha, o domínio foi dividido em um bloo a montante (bloo 1), que está em vermelho,

om uma malha om 25×25 nodos e um bloo a jusante (bloo 2), que está em azul, om

uma malha om 160× 50 nodos.

BLOCO 1 BLOCO 2

Figura 4.10: Detalhe da malha estruturada multibloo do degrau desendente

O tratamento da fronteira entre os bloos 1 e 2 é semelhante ao aso teste anterior.

A fronteira entre os bloos são oinidentes �siamente e a malha multibloo possui élu-

las oinidentes na fronteira, onforme mostrado na Figura 4.11. Como onseqüênia, as

variáveis de entrada do bloo 2 também são iguais as variáveis de saída do bloo 1.

Figura 4.11: Representação da onexão na fronteira

Como a fronteira entre os bloos 1 e 2 são tratadas de forma semelhante ao do esoa-

mento laminar em um anal, observa-se que o vetor das variáveis onservadas

�

Q também

é oinidente na fronteira onforme a equação (4.2) e as ondições de ontorno numérias

também são onforme as equações (4.3) a (4.7).

Para as ondições iniiais, em todo domínio onsidera-se um anal ompletamente
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heio om os seguintes valores das variáveis:






ρ0 = 1, 21kg/m3

p0 = 1, 01× 105N/m2

u0 = v0 = 0, 00m/s

µ = 1, 81× 10−5kg/(m.s)

γ = 1, 40

(4.10)

Para as ondições de ontorno, na entrada tem-se uma ondição inlet através da

injeção de �uido om um per�l de veloidade parabólio e na saída tem-se uma ondição

outlet. Nas paredes impermeáveis e não esorregadias (esoamento visoso) tem-se uma

ondição de ontorno No-Slip em regime subs�nio.

Conforme será visto a seguir, om estas ondições de entrada e iniiais e as ondições

de ontorno, os resultados da simulação numéria obtidos para este aso teste através da

implementação omputaional do Método Original de MaCormak [6℄ foram satisfatórios

em termos qualitativos e quantitativos.

Para a validação do ódigo omputaional, iniialmente foi realizada a simulação nu-

méria deste aso teste para um número de Reynolds igual a Re = 100. Conforme se

observa no ampo vetorial de veloidade mostrado parialmente na Figura 4.12, tem-se o

apareimento de uma bolha de reirulação primária no estado permanente no instante

t = 7, 8 unidades de tempo adimensionais. O omprimento da bolha de reirulação ob-

tida numeriamente para Re = 100 foi de xr = x1 = 2, 82, se aproximando do trabalho

realizado por [7℄, que para o mesmo número de Reynolds enontrou um omprimento de

3, 06 através de experimento laboratorial e de 2, 95 através de simulação numéria.

Figura 4.12: Campo vetorial de veloidade na região do degrau desendente

Para esta simulação foram realizadas 155000 iterações em um tempo omputaional

de 4 horas e 8 minutos, onde o passo de tempo em ada iteração foi de aproximadamente
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∆t = 5, 0 × 10−5
unidades de tempo adimensionais. Na Figura 4.13 tem-se o grá�o

de onvergênia, onde o resíduo foi alulado utilizando a densidade onforme a equação

(3.74). Neste grá�o de onvergênia é possível observar o aumento das osilações do re-

síduo devido o aumento da bolha de reirulação ao longo do tempo. Entretanto, tem-se

a onvergênia do método numério, pois o resíduo derese onforme aumenta o número

de iterações.

Figura 4.13: Grá�o de onvergênia do método numério

De aordo om os resultados numérios e experimentais enontrados por [7℄, [8℄, [9℄ e

[25℄, o omprimento da bolha de reirulação xr é proporional ao número de Reynolds.

Neste trabalho foram realizadas uma série de simulações para números de Reynolds na

faixa de 50 a 100 e foram obtidos os seus respetivos omprimentos da bolha de reir-

ulação, mostrando que os resultados deste trabalho estão em boa onordânia om os

resultados enontrados na literatura, onforme pode ser visto na Tabela 4.1.

Experimental Numério

xr xr

Re Trabalho por [7℄ Presente trabalho Trabalho por [8℄ Trabalho por [9℄

50 1,70 1,61 1,55 1,55

100 3,06 2,82 2,80 2,81

Tabela 4.1: Comparação dos resultados do presente trabalho om os da literatura
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Estes resultados também podem ser vistos através da distribuição de veloidades para

números de Reynolds igual a 50 e 100 nas Figuras 4.14 e 4.15, respetivamente.

Xr

Figura 4.14: Distribuição de veloidade para Re=50

Xr

Figura 4.15: Distribuição de veloidade para Re=100

Conforme realizado no esoamento laminar em um anal, para onsiderar que o es-

oamento sobre o degrau desendente atingiu o estado permanente, no ponto x = 5h

foi realizada uma diferença a ada 1000 iterações dos valores nodais da veloidade atual

un
om os valores obtidos a 1000 iterações anteriores un−1000

. Então, o esoamento foi

onsiderado permanente quando a máxima diferença entre un
e un−1000

foi menor que o

erro estimado 10−7
.

Através validação do ódigo omputaional através dos dois asos testes anteriores,

onforme já menionado, apesar do Método Original de MaCormak [6℄ ser mais utilizado

para solução das Equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível [2℄, quando é

apliado para esoamento ompletamente desenvolvido, também é apaz de obter bons

resultados para problemas subs�nios em estado permanente, onforme foi realizado neste

trabalho e em [23℄ e [24℄.

4.3 Esoamento sobre uma rampa urva

Para avaliar a apaidade do ódigo omputaional de apturar ondas de hoque é

neessário que o mesmo seja validado através de um aso teste om estas araterísti-

as. Então a validação foi realizada através do esoamento supers�nio sobre uma rampa
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urva, onforme Figura 4.16 e os trabalhos realizados por [11℄, [12℄ e [13℄. Este aso teste

é araterizado por ser um esoamento transiente, bidimensional, om numéro de Mah

(M > 1) e om formação de ondas de hoque e leque de expansão.

Figura 4.16: Esoamento sobre uma rampa urva

Este problema é modelado pelas equações de Euler, dadas pelas equações (2.9) a

(2.16) sem os termos visosos, onforme [11℄ [12℄ e [13℄.

A geração da malha estruturada multibloo para a rampa urva da Figura 4.16, que

possui dimensões L = 55, 86m e h = 29, 7m, foi realizada om dois bloos, sendo o pri-

meiro bloo (bloo 1), que está em vermelho, possuindo 110×80 nodos e o segundo bloo

(bloo 2), que está em azul, possuindo 60× 80 nodos, onforme Figura 4.17.

BLOCO 1 BLOCO 2

Figura 4.17: Malha estruturada multibloo da rampa urva
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O tratamento da fronteira entre os bloos 1 e 2 é semelhantes aos dois asos anteri-

ores, sendo o bloo 1 e 2 oinidentes �siamente, onforme a Figura 4.18. A troa de

informações entre os bloos 1 e 2 foi realizada através de uma malha oinidente om a

fronteira.

Figura 4.18: Representação da onexão na fronteira

Devido a oinidênia da fronteira, a troa de informações entre os bloos foi realizada

através do vetor das variáveis onservadas

�

Q onforme a equação (4.2). Desta forma

também pode-se apliar as ondições de ontorno numérias de aordo om as equações

(4.3) a (4.7).

A validação do ódigo omputaional foi realizada para um aso teste supers�nio om

número de Mah M = 1, 5, pois os asos testes anteriores eram de esoamento subs�nio.

Neste aso teste a entrada do anal é alimentada ontinuamente om um gás perfeito om

uma veloidade onstante de 500, 00m/s, sendo esta ondição de ontorno de entrada

espei�ada omo inlet. Na saída da geometria tem-se uma ondição de ontorno outlet

e nas paredes impermeáveis e esorregadias em regime supers�nio tem-se uma ondição

de ontorno Free-Slip.

Como ondições iniiais, em todo domínio onsidera-se um anal ompletamente heio

om um gás perfeito om as seguintes araterístias:






ρ0 = 1, 21kg/m3

p0 = 1, 01× 105N/m2

u0 = 500, 0m/s

µ = 0, 0kg/(m.s)

γ = 1, 4

M = 1, 5

(4.11)
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Com estas ondições iniiais e de ontorno, através da apliação do Método Original

de MaCormak [6℄, tem-se através das Figuras 4.19 e 4.20, que representam, respetiva-

mente, o ampo pressão estátio e a distribuição do número de Mah no instante t = 1, 6

unidades de tempo adimensionais, a solução do esoamento sobre uma rampa urva para

M = 1, 5. Comparando estes resultados om os obtidos por [12℄ pode-se observar que

os resultados são bastante semelhantes. Nesta simulação foram realizadas 940 iterações,

onde o passo de tempo em ada iteração foi de aproximadamente ∆t = 1, 5× 10−3
unida-

des de tempo adimensionais.

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

Figura 4.19: Distribuição da pressão estátia em t=1,6 unidades de tempo
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Figura 4.20: Distribuição do número de Mah em t=1,6 unidades de tempo

Na Figura 4.21 tem-se o grá�o do resíduo para a solução obtida onforme as Figuras

4.19 e 4.20. Apesar de uma elevação iniial do resíduo, o mesmo derese posteriormente

om o aumento do número de interações, podendo assumir a onvergênia do método

numério. Assim omo nos asos testes anteriores, este resíduo foi determinado utilizando

a densidade ρ onforme a equação (3.74).



4.3 Esoamento sobre uma rampa urva 66

Figura 4.21: Grá�o de onvergênia do método numério

É importante observar que a elevação iniial do resíduo oorre devido a formação da

onda de hoque destaada na região a montante da rampa urva. Já as osilações que

surgem durante o deresimento do resíduo oorrem devido à re�exão da onda de hoque

destaada na parede superior e suas iterações om o esoamento.

O desenvolvimento do esoamento pode ser disutido detalhadamente através do

ampo de pressão estátio em diversos instantes onforme as Figuras 4.22 a 4.24, onde

iniialmente, onforme a Figura 4.22, pode-se observar a formação de uma onda de hoque

destaada na região a montante da rampa urva [11℄ [13℄ [14℄.

Figura 4.22: Campo de pressão estátio para t=0,9 unidades de tempo adimensionais
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Após a formação da onda de hoque destaada, esta se expande e inide na parede

superior do domínio, re�etindo onforme Figura 4.23. Neste mesmo instante é possível

observar a formação de um leque de expansão que oasiona a aeleração do esoamento

do regime subs�nio ao supers�nio, fen�meno que é melhor observado na distribuição do

número de Mah da Figura 4.20, que está neste mesmo instante t=1,6 unidades de tempo

adimensionais [11℄ [13℄ [14℄.

Figura 4.23: Campo de pressão estátio para t=1,6 unidades de tempo adimensionais

Depois da re�exão da onda de hoque na parede superior do domínio, esta re�ete na

parede inferior, onforme a Figura 4.24. Após a re�exão da onda de hoque na parede

superior e inferior, é possível observar também na Figura 4.24 o surgimento de uma onda

de hoque do tipo lambda [11℄ [13℄ [14℄.

Figura 4.24: Campo de pressão estátio para t=2,7 unidades de tempo adimensionais
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Através da omparação dos resultados numérios do esoamento supers�nio sobre a

rampa urva deste trabalho om os resultados obtidos por [11℄, [12℄ e [13℄, onlui-se que

os resultados estão de aordo om a literatura e o ódigo omputaional está validado

também para esoamentos supers�nios.

Através deste proesso de validação do ódigo omputaional através dos asos testes

anteriores para esoamento subs�nio e supers�nio em regime permanente e transiente,

veri�ou-se que através do modelo matemátio e metodologia numéria utilizadas para

implementação do ódigo omputaional obteve-se soluções numérias que onordam

bastante om os resultados numérios e experimentais enontrados na literatura. Portanto

onlui-se que o ódigo omputaional pode ser utilizado para obtenção de soluções em

esoamentos de �uidos om araterístias semelhantes ao dos asos testes. Sendo assim

o ódigo omputaional pode ser apliado para obtenção de soluções numérias para o

esoamento sobre a geometria irregular da Figura 2.1.

4.4 Esoamento sobre uma geometria irregular

Para simulação numéria de esoamento de �uido sobre geometrias omplexas é essen-

ial que a malha seja de boa qualidade para obtenção de resultados satisfatórios. Como

já itado anteriormente, uma das motivações para o uso das oordenadas generalizadas é

devido às di�uldades enontradas na apliação das ondições de ontorno em geometrias

omplexas utilizando oordenadas ortogonais. No aso da geometria irregular da Figura

2.1, mostrada novamente na Figura 4.25, essa limitação oorre na região CDE, o que

motivou o uso das oordenadas generalizadas.

Figura 4.25: Loalização dos pontos ABCDEFG na geometria irregular da Figura 2.1
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Para a geometria irregular da Figura 4.25, iniialmente foi gerada uma malha estru-

turada únia om 200×80 nodos através da solução das equações difereniais elíptias em

oordenadas generalizadas, onforme a Figura 4.26. Assim foi possível eliminar os proble-

mas de apliação das ondições de ontorno na região CDE. Como pode ser observado,

apesar da possibilidade de ajustes das linhas na malha através dos termos fontes P e Q

das equações de geração de malha (3.52) e (3.53), para este aso não foi possível obter

um re�namento apropriado da malha em toda geometria, pois na região ABC e EFG a

onentração de linhas da malha não foi adequada, resultando em uma malha de baixa

qualidade.

Figura 4.26: Malha estruturada únia

Como exposto no Item 3.4 do Capítulo 3, para geração de malhas estruturadas através

das equações difereniais elíptias em oordenadas generalizadas, uma alternativa para

resolver o problema de baixa qualidade da malha devido ao re�namento inapropriado em

regiões espeí�as, omo é o aso das regiões ABC e EFG da geometria irregular da

Figura 4.25, é a utilização da ténia de multibloo.

Para geração de uma malha estruturada multibloo para a geometria irregular da

Figura 4.25, o domínio foi dividido em dois subdomínios (ou bloos), onforme é possí-

vel observar pela diferença de ores entre os bloos na Figura 4.27. Após a divisão no

domínio, para ada subdomínio (ou bloo) foi gerada uma malha estruturada através da

solução das equações difereniais elíptias em oordenadas generalizadas, resultando em

uma malha de boa qualidade. No primeiro bloo (bloo 1), que está em vermelho, foi

gerada uma malha om 80×80 nodos, enquanto que no segundo bloo (bloo 2), que está

em azul, foi gerada uma malha om 130× 80 nodos.
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BLOCO 1 BLOCO 2

Figura 4.27: Malha estruturada multibloo

Como pode ser observado om mais detalhe através da omparação entre as Figuras

4.28(a)(b), na malha da Figura 4.27 foi obtido um re�namento apropriado em toda geo-

metria, prinipalmente nas regiões ABC e EFG da geometria irregular, diferentemente

do que oorreu para a malha da Figura 4.26, omprovando que a utilização da ténia de

multibloo é uma ótima alternativa para re�nar regiões espeí�as em geometrias om-

plexas.

(a) Malha estruturada únia (b) Malha estruturada multibloo

Figura 4.28: Comparação entre o re�namento da malha únia om a multibloo

Assim omo no esoamento laminar em um anal, no esoamento sobre um degrau

desendente e no esoamento sobre uma rampa urva, no bloo 1 a fronteira também

é onsiderada omo a saída do esoamento, sendo lassi�ada omo uma ondição de

ontorno outlet e, no bloo 2, a fronteira é onsiderada a entrada do �uido de saída do

bloo 1, sendo lassi�ada omo uma ondição de ontorno inlet. Portanto, as variáveis

de entrada do bloo 2 são iguais as de saída do bloo 1.
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Apesar da oinidênia físia existente na fronteira entre os bloos 1 e 2, a onexão

entre eles é diferente da realizada nos três asos testes anteriores, onforme pode ser ob-

servado na Figura 4.29. Para o bloo 1 a oordenada da fronteira é de�nida omo (i, j),

enquanto que para o bloo 2 a oordenada da fronteira é de�nida omo (i+ 1, j). Sendo

assim, não é garantido que os vetores das variáveis onservadas

�

Q sejam oinidentes na

fronteira, pois se o omprimento das élulas da malha não forem iguais na direção i, o

jaobiano da transformação também não será, o que torna os vetores das variáveis on-

servadas

�

Q diferentes na fronteira.

Figura 4.29: Representação da onexão na fronteira

Dessa forma, a troa de informações entre os bloos 1 e 2 foi realizada através das

variáveis do esoamento onforme as seguintes expressões:

ρi+1,j = ρi,j (4.12)

ui+1,j = ui,j (4.13)

vi+1,j = vi,j (4.14)

pi+1,j = pi,j (4.15)

(Et)i,j =
pi,j

(γ − 1)
+

1

2
ρi,j(v

2
i,j + u2

i,j) (4.16)
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No �nal de ada iteração também foi espei�ada uma ondição de ontorno numéria

na fronteira entre os bloos de modo a evitar uma desontinuidade da solução nesta região,

onde os valores atribuídos para ada variável do esoamento são alulados através da

média dos valores das variáveis próximas a essa fronteira. Devido as diferenças na onexão

entre os bloos, os valores das variáveis do esoamento na fronteira entre os bloos 1 e 2

são determinadas om mais nodos, onforme as seguintes expressões:

ρ̃i,j =
ρi−1,j + ρi−2,j + ρi+2,j + ρi+3,j

4
, ρ̃i+1,j = ρ̃i,j (4.17)

ũi,j =
ui−1,j + ui−2,j + ui+2,j + ui+3,j

4
, ũi+1,j = ũi,j (4.18)

ṽi,j =
vi−1,j + vi−2,j + vi+2,j + vi+3,j

4
, ṽi+1,j = ṽi,j (4.19)

p̃i,j =
pi−1,j + pi−2,j + pi+2,j + pi+3,j

4
, p̃i+1,j = p̃i,j (4.20)

(Ẽt)i,j =
p̃i,j

(γ − 1)
+

1

2
ρ̃i,j(ṽ

2
i,j + ũ2

i,j), (Ẽt)i+1,j = (Ẽt)i,j (4.21)

Como é um esoamento transiente, não foi neessário um grande omprimento de

entrada e de saída de �uido em relação à região omplexa da geometria irregular e nem

utilização de ondições de ontorno re�exiva, pois a solução numéria foi obtida antes da

oorrênia de re�exão do �uido nas fronteiras.

Para as ondições iniiais, em todo domínio onsidera-se um anal ompletamente

heio om os seguintes valores das variáveis:





ρ0 = 1, 21kg/m3

p0 = 1, 01× 105N/m2

u0 = 0, 0m/s

µ = 0, 0kg/(m.s)

γ = 1, 4

(4.22)

onde o sub-índie 0 representa as variáveis no tempo iniial t0 = 0.
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Para o esoamento, na entrada do anal foi onsiderado a injeção de �uido om um

per�l de veloidade reto om veloidade onstante de Umax = 33, 33m/s, sendo portanto

o número de Mah igual a 0.098. Como ondições de ontorno, tem-se na parede inferior

impermeável e esorregadia (esoamento não visoso) uma ondição Free-Slip e na parede

superior uma ondição Opening. Na saída do anal, tem-se uma ondição de ontorno

Outlet.

Com as ondições de entrada e iniiais e as ondições de ontorno itadas anteri-

ormente, foram realizadas uma série de simulações numérias para obtenção do ampo

vetorial de veloidade próxima a região irregular, do ampo esalar de pressão sobre a

superfíie e do desenvolvimento do esoamento sobre a geometria irregular.

Como resultados, iniialmente na Figura 4.30 tem-se o ampo vetorial de veloidade

no instante t = 2, 79 unidades de tempo adimensionais. Por ser um esoamento subs�nio,

onforme o esperado, o �uido ontorna a região irregular e segue em direção a saída do

domínio.

Figura 4.30: Campo vetorial de veloidade próximo a região irregular

O desenvolvimento do esoamento pode ser observado através da distribuição do nu-

méro de Mah nas Figuras 4.31. Com uma injeção onstante de �uido na entrada do

domínio, a onda de pressão formada segue em direção a região irregular até inidir om a

mesma, gerando uma onda de refração, onforme a Figura 4.31(a). Após a inidênia da

onda de pressão na região irregular, ela avança em direção a saída do domínio enquanto

outra onda de pressão retorna devido a refração que aminha em direção a entrada do

domínio, onforme as Figuras 4.31(b)().
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Figura 4.31: Distribuição do número de Mah na geometria irregular

Na Figura 4.32 tem-se a distribuição de pressão sobre a superfíie da geometria ir-

regular no instante t = 2, 79. Por ser um esoamento subs�nio, na região irregular do

domínio tem-se veloidades maiores e pressões menores, estando de aordo om os re-

sultados esperados. Com relação às osilações da distribuição de pressão na entrada do

domínio, estas oorrem devido às ondas de pressão que retornam em direção a entrada

do domínio. Para evitar esse tipo de problema neste instante de tempo t = 2, 79, esta

região do domínio deveria ser aumentada em um omprimento de 3 a 4 vezes o valor atual.

Porém, isso não foi realizado pois aarretaria em uma malha maior e onseqüentemente

em um aumento no usto omputaional.
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Figura 4.32: Pressão em ada nodo da superfíie da geometria irregular

Na Figura 4.33 tem-se a onvergênia do método numério no instante t = 2, 79, pois

oorreu uma redução do resíduo onforme aumentou o número de iterações. As osilações

do resíduo entre 500 a 700 iterações oorrem devido inidênia da onda de pressão na

região irregular BCD.

Figura 4.33: Grá�o de onvergênia do método numério
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Como nos asos testes anteriores, o resíduo foi alulado onforme a equação (3.74),

onde foram neessárias 860 iterações para obtenção destas soluções em um tempo om-

putaional de aproximadamente 147.3 segundos.

Pela onvergênia do grá�o do resíduo da Figura 4.33 e a validação do ódigo om-

putaional através dos asos testes para esoamento subs�nio e supers�nio, onluí-se

que a implementação do ódigo foi adequada e que os resultados apresentados foram

satisfatórios.



Capítulo 5

Conlusões e Trabalhos Futuros

Neste apítulo são apresentadas as onlusões referentes a metodologia numéria uti-

lizada para a implementação do ódigo omputaional assim omo os resultados obtidos.

Também são propostos trabalhos futuros baseados em melhorias no ódigo omputa-

ional desenvolvido neste trabalho.

5.1 Conlusões

As ténias numérias utilizadas neste trabalho para a implementação do ódigo om-

putaional foram satisfatórias, pois foi possível a obtenção de soluções numérias de boa

qualidade das equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível subs�nio e su-

pers�nio em geometrias omplexas bidimensionais.

O ódigo omputaional foi validado através do esoamento laminar em um anal, do

esoamento sobre um degrau desendente e do esoamento sobre uma rampa urva. Em

todos estes asos testes as soluções numérias obtidas estão de aordo om as soluções

enontradas na literatura.

Para a obtenção de soluções numérias para o esoamento sobre a geometria irregular

da Figura 2.1, a implementação do ódigo omputaional é difíil devido ao domínio

omplexo. Entretanto, foi possível obter bons resultados, omo pode ser observado nas

Figuras 4.30, 4.31 e 4.32 e pelo grá�o de onvergênia da Figura 4.33.

Através dos resultados obtidos nas simulações numérias onlui-se que a metodologia

numéria utilizada para a solução numéria das equações de Navier-Stokes foi orreta e

abrangente, prinipalmente devido a utilização de malhas estruturadas multibloo.
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Com o objetivo de failitar a implementação do ódigo omputaional foi utilizado o

método explíito de MaCormak. Apesar do ritério restritivo de estabilidade do método,

omo se pode ver, foi possível obter bons resultados em todos os asos testes.

Conlui-se que através da utilização de malhas estruturadas multibloo em onjunto

om o método explíito de MaCormak foi possível a obtenção de boas soluções numérias

para as equações de Navier-Stokes para esoamento ompressível transiente e permanente

em regime subs�nio e supers�nio em geometrias omplexas, sendo, portanto ferramentas

importantes para a dinâmia dos �uidos omputaional.

Além disso, essas ténias de geração de malha podem ser utilizadas em diversos outros

métodos numérios para obtenção de soluções numérias das equações de Navier-Stokes,

omo o método de volumes �nitos, sendo, portanto ténias omputaionais gerais.

5.2 Trabalhos Futuros

Abaixo segue uma listagem om algumas sugestões para ontinuidade deste trabalho:

• Implementação de ódigo omputaional para esoamento ompressível da geometria

irregular om uma malha multibloo om três bloos;

• Implementação de ódigo omputaional om malha multibloo om élulas não-

oinidentes na fronteira;

• Implementação de ódigo omputaional para esoamento ompressível e turbulento;

• Implementação de ódigo omputaional para esoamento ompressível em geome-

trias omplexas tridimensionais;

• Implementação de um método implíito, ou seja, om menos restrições ao ritério

de estabilidade.
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