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Resumo

Os sistemas de leis de 
onservação tem uma grande importân
ia na modelagem de

problemas que des
revem fen�menos físi
os da natureza, dentre eles o es
oamento bifási
o

de �uidos. Para a modelagem deste fen�meno utiliza-se a equação de Bu
kley-Leverett

(uma das possíveis equações) que, devido ao seu 
omportamento hiperbóli
o (quando as

forças de 
apilaridade são negligen
iadas), possui soluções 
onhe
idas 
onstituídas por

sequên
ias de ondas de 
hoque e ondas de rarefação. Neste trabalho foi apli
ado o mé-

todo assintóti
o desenvolvido por V. P. Maslov para a equação de Bu
kley-Leverett num

problema de Cau
hy 
om dados ini
iais de Riemann ou Riemann Generalizado, nos quais

a existên
ia de soluções do tipo onda de 
hoque esteja garantida. Este método parte do

pressuposto que a solução é 
onhe
ida sendo des
rita por séries de potên
ias. Dentre as

diversas operações 
om séries realizadas está o pro
esso de divisão, tendo sido 
riado um

método para esse propósito 
uja primeira aparição se deu neste trabalho. Através da

apli
ação numéri
a do método de Maslov, juntamente 
om a teoria das funções genera-

lizadas de Colombeau, foram obtidas as 
adeias de Hugoniot-Maslov, 
ujo trun
amento

resulta num sistema de EDO's. Para distintas 
ondições ini
iais, veri�
ou-se a e�
iên
ia

do método, 
omparando-o 
om métodos 
lássi
os de diferenças �nitas, na 
aptação de

ondas de 
hoque que se propagam no tempo.

Palavras-
haves: leis de 
onservação, ondas de 
hoque, problema de Riemann Gene-

ralizado, 
adeia de Hugoniot-Maslov, funções generalizadas, método assintóti
o.



Abstra
t

The 
onservation laws systems is very important in modeling problems that des
ribe

physi
al phenomena of nature, in
luding the two-phase �ow of �uids. To model this

phenomenon using the equation Bu
kley-Leverett (one of possible equations) whi
h, due

to their hyperboli
 behavior (when 
apillary for
es are negle
ted) has known solutions


onsisting of sho
k waves sequen
es and wave rarefa
tion. In this work we applied the

asymptoti
 method developed by VP Maslov for the Bu
kley-Leverett equation in a Cau-


hy problem with initial data or Riemann Riemann generalized, in whi
h the existen
e

of sho
k wave type solutions is guaranteed. This method assumes that the solution is

known and des
ribed by power series. Among the various operations 
arried out series

is the splitting pro
ess, having 
reated a method for this purpose whose �rst appearan
e

took pla
e in this work. Through the appli
ation of Maslov numeri
al method, along with

the theory of generalized fun
tions Colombeau, strands were obtained Hugoniot-Maslov

whose trun
ation results in a system of ODEs. For di�erent initial 
onditions, it veri�ed

the e�
ien
y of the method, 
omparing with 
lassi
al methods of �nite di�eren
es in

uptake of sho
k waves that propagate in time.

Keywords: 
onservation laws, sho
k waves, problem Riemann generalized, 
hain Hugoniot-

Maslov, generalized fun
tions, asymptoti
 method.



Glossário

CAPES : Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior

MCCT : Modelagem Computa
ional em Ciên
ia e Te
nologia

x : variável espa
ial

t : variável temporal

f = f(u) : função de �uxo da lei 
onservativa

H = H(x) : função de Heaviside segundo Colombeau

δ = δ(x) : função delta de Dira
 segundo Colombeau

EDO : Equação Diferen
ial Ordinária

EDP : Equação Diferen
ial Par
ial

PVI : Problema de Valor Ini
ial

GRP (PRG) : Generalized Riemann Problem (Problema de Riemann Generalizado)

B-L : equação de Bu
kley-Leverett

D(Ω) : 
onjunto das funções teste

D′(Ω) : espaço das distribuições

G(Ω) : 
onjunto das funções generalizadas de Colombeau

Gs(Ω) : álgebra simpli�
ada de Colombeau

µ : razão das vis
osidades
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Capítulo 1

Introdução

No presente 
apítulo serão apresentadas brevemente a justi�
ativa para o desenvolvi-

mento do estudo em questão, seus objetivos e as proposições feitas para a realização do

mesmo. Além disso trataremos da organização do trabalho e de suas bases teóri
as.

1.1 Contextualização

Os sistemas de Leis de Conservação tem uma grande importân
ia na modelagem de

problemas que des
revem fen�menos de transporte de �uidos em meios porosos. Proble-

mas desta natureza apresentam um grande interesse tanto do ponto de vista energéti
o,

na re
uperação avançada de petróleo, quanto ambiental, no armazenamento de gás 
arb�-

ni
o em reservatórios [2℄. Como exemplo podemos 
itar os 
asos de es
oamento de �uidos

em reservatórios petrolíferos após injeção de água ou de gás 
arb�ni
o.

Na modelagem deste tipo de fen�meno, do ponto de vista matemáti
o, faz-se ne
es-

sário resolver um problema de Cau
hy 
om dados ini
iais 
onstantes por partes (dados

de Riemann) para um sistema hiperbóli
o de equações em derivadas par
iais de primeira

ordem, que surgem quando não se 
onsideram termos dissipativos parabóli
os de segunda

ordem 
onstituindo, assim, um problema de Riemann.

O Problema de Riemann mais simples é aquele que modela a injeção de um �uido (por

exemplo, água) em um reservatório que 
ontém apenas óleo (es
oamento bifási
o). Nesse


aso, o problema pode ser modelado por uma equação es
alar 
onservativa, 
onhe
ida


omo equação de Bu
kley-Leverett, que apresenta 
omportamento hiperbóli
o quando as



1.1 Contextualização 15

forças de 
apilaridade são negligen
iadas [1℄. A equação de Bu
kley-Leverett é apenas

um dos possíveis modelos, sendo a equação de Burgers outra equação importante que

permite modelar fen�menos 
omo os supra
itados. Neste trabalho, a metodologia 
itada

foi desenvolvida para a equação de Bu
kley-Leverett e é distinta às usadas por [1, 3℄ .

Exemplos para outros tipos de equações podem ser en
ontrados em [1, 4℄.

As soluções de Riemann para essas equações são bem 
onhe
idas, 
onstituindo sequên-


ias de ondas de 
hoque (soluções des
ontínuas) e ondas de rarefação [5℄. No entanto,

para um problema de Riemann, 
onsiderando apenas a 
onservação, soluções múltiplas

são possíveis e 
ondições adi
ionais se fazem ne
essárias para sele
ionar a solução �si-


amente 
orreta. Tal 
ondição de uni
idade é 
hamada 
ondição de entropia, palavra

utilizada porque grande par
ela da teoria das leis de 
onservação são de origem da dinâ-

mi
a dos gases. Além disso, devido à propagação de des
ontinuidades, em geral, não há

regularidade na solução, de modo que se bus
a a solução, mas dessa vez não no sentido


lássi
o (imposto pelas derivadas) e sim num sentido mais fra
o (formulação integral da

EDP

1

), sendo denominadas soluções fra
as. Devido à não linearidade da EDP e pelo

fato das soluções da equação serem des
ontínuas, essas ditas soluções fra
as são também


hamadas de soluções (funções) generalizadas.

Dentre as várias teorias de funções generalizadas utilizadas, a mais 
onhe
ida é a

teoria de distribuição, de S
hwarz, que apresenta limitações quando o problema a ser es-

tudado é não linear. Outras teorias de funções generalizadas mais re
entes, 
omo a teoria

de Colombeau [6℄, permitem um melhor estudo no que se refere a sistemas de leis de


onservação. Neste trabalho, será realizado um estudo baseado nos resultados de Colom-

beau e, posteriormente, Maslov obtendo-se um método numéri
o assintóti
o para uma lei

de 
onservação 
om �uxo de Bu
kley-Leverett 
om 
ondições ini
iais do tipo Riemann e

Riemann Generalizado [7℄.

Neste trabalho será apli
ado o método assintóti
o de Maslov dentro do 
ontexto das

funções generalizadas de Colombeau para a obtenção da 
hamada 
adeia de Hugoniot-

Maslov para a equação de Bu
kley-Leverett. Esta 
adeia, além de ter um valor teóri
o

importante, nos permite, após o trun
amento e resolução numéri
a da mesma, implemen-

tar o método de Maslov 
omo ferramenta numéri
a para a 
aptura de ondas de 
hoque

1

Equação diferen
ial par
ial.
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para a equação de Bu
kley-Leverett.

Estudos similares ao nosso, para outras equações e outros tipos de soluções singulares

podem ser vistos em [8, 9℄.

1.2 Objetivos

Para um melhor desenvolvimento do trabalho, foram propostos os seguintes objetivos:

• Fazer a revisão bibliográ�
a da Teoria das Funções Generalizadas de Colombeau;

• Apli
ar o método assintóti
o para en
ontrar as 
adeias de Hugoniot-Maslov que


onstituem uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de uma onda de 
hoque 
omo

solução da equação de Bu
kley-Leverett;

• Resolver numeri
amente o sistema de EDO's

2

obtido à partir do trun
amento da


adeia de Hugoniot-Maslov para 
apturar as ondas de 
hoque no 
aso em que elas

existem 
omo 
hoque simples ou puro (soluções do tipo 
hoque que não apresentam

estruturas adja
entes em sua forma);

• Utilizar o MATLAB

R©3


om intuito de obter as soluções aproximadas para a equação

de Bu
kley-Leverett 
om 
ondições ini
iais do tipo Riemann e Riemann Generali-

zado;

• Comparar as soluções obtidas através do método assintóti
o de Maslov 
om as so-

luções obtidas através de métodos 
lássi
os de diferenças �nitas;

2

Equação diferen
ial ordinária.

3

O MATLAB

R© é uma linguagem de alto nível e ambiente interativo usado por milhões de engenheiros

e 
ientistas em todo o mundo que permite explorar e visualizar idéias e 
olaborar em todas as dis
iplinas,

in
luindo pro
essamento de sinal e imagem, 
omuni
ações, sistemas de 
ontrole e �nanças 
omputa
ionais.

Fonte:http://www.mathworks.
om
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• Comparar as soluções obtidas através do método assintóti
o de Maslov para a equa-

ção de Bu
kley-Leverett 
om soluções obtidas através do mesmo método utilizando

uma aproximação polinomial prévia da função de �uxo.

1.3 Organização do Trabalho

A presente pesquisa foi dividida em 6 
apítulos, de a
ordo 
om seu 
onteúdo. O

primeiro 
apítulo foi dedi
ado a espe
i�
ar os objetivos e a importân
ia da exe
ução

do trabalho.

No segundo 
apítulo foram apresentados os 
on
eitos bási
os sobre as leis de 
onser-

vação para o 
aso de uma equação es
alar, noções de 
urvas 
ara
terísti
as, formação

de 
hoques e solução fra
a, assim 
omo foram apresentadas de�nições importantes


omo o problema de Riemann, 
ondições de entropia e as prin
ipais 
ara
terísti
as

da Equação de Bu
kley-Leverett.

No 
apítulo 3 foram apresentados os aspe
tos mais importantes da Teoria das Fun-

ções Generalizadas, 
omo o surgimento da teoria, noções da teoria das distribuições e

o Teorema da Impossibilidade de S
hwarz, que mostra a insu�
iên
ia da teoria para

alguns 
asos importantes. Posteriormente foram apresentadas as 
ara
terísti
as,

de�nições e as propriedades mais relevantes da Teoria das Funções Generalizadas

de Colombeau, que serviram de base para a maioria dos 
ál
ulos realizados neste

trabalho.

No 
apítulo 4 foi feita a apli
ação do método assintóti
o desenvolvido por Maslov

para a 
aptura de ondas de 
hoque no problema de Riemann ou Riemann gene-

ralizado, quando estas existem. Devido à não linearidade da equação de Bu
kley-

Leverett os 
ál
ulos ne
essários para a obtenção das 
adeias de Hugoniot-Maslov fo-

ram realizados no 
ontexto da teoria das funções generalizadas de Colombeau. Atra-

vés da apli
ação do método assintóti
o foi possível en
ontrar a 
adeia de Hugoniot-

Maslov 
ujo trun
amento resulta num sistema fe
hado de EDO's.

No 
apítulo 5 houve a exposição e dis
ussão dos resultados obtidos através de simu-

lação numéri
a 
omputa
ional, utilizando o método assintóti
o proposto 
om o uso
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do MATLAB

R© em 
omparação 
om métodos 
lássi
os de diferenças �nitas (Lax-

Wendro�, NT

4

e Godunov) e, logo após, 
om o próprio método assintóti
o para o

�uxo de Bu
kley-Leverett desenvolvido em série de Ma
laurin de segunda, sexta e

dé
ima primeira ordem. Já nesta unidade pode-se observar a e�
iên
ia do método

assintóti
o para o �uxo de Bu
kley-Leverett na 
aptação das ondas de 
hoque.

O 
apítulo 6 dedi
ou-se às 
on
lusões do trabalho através dos resultados obtidos,


omprovando que, de fato, o método assintóti
o para o �uxo de Bu
kley-Leverett


apta de forma e�
iente as ondas de 
hoque nos problemas em que elas existem.

Em seguida indi
amos algumas sugestões de trabalhos futuros.

No apêndi
e trouxemos os 
ódigos prin
ipais utilizados na implementação 
om-

puta
ional e, uma breve des
rição dos métodos de diferenças �nitas utilizados no

trabalho.

4

Nessyahu e Tadmor.



Capítulo 2

Leis de Conservação Es
alares

Neste 
apítulo realizaremos uma breve introdução de alguns 
on
eitos bási
os das

leis de 
onservação para o 
aso es
alar. Essen
ialmente seguiremos a mesma expo-

sição feita em [1℄. Começamos pelo 
aso mais simples, o linear.

2.1 Equação de Adve
ção Linear

Consideremos a equação de adve
ção linear dada por

ut + aux = 0. (2.1)

Para esta equação, o Problema de Cau
hy está de�nido no domínio −∞ < x < +∞,

t ≥ 0 juntamente 
om a 
ondição ini
ial

u(0, x) = u0(x). (2.2)

A solução do PVI

1

formado por (2.1)-(2.2) é dada por:

u(t, x) = u0(x− at), (2.3)

para todo t ≥ 0.

Os dados ini
iais são propagados para a direita (se a > 0) ou para a esquerda (se

a < 0) 
om velo
idade 
onstante a. A solução u(t, x) é 
onstante ao longo de 
ada


urva 
ara
terísti
a da equação. As 
ara
terísti
as de�nem as direções preferen
i-

ais de propagação das 
ondições ini
iais para o interior do domínio e podem ser

1

Problema de valor ini
ial.
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de�nidas 
omo 
urvas no plano (t, x) que satisfazem a EDO x′(t) = a, x(0) = x0.

Para o 
aso da equação de adve
ção, as 
ara
terísti
as são des
ritas pela equação

x− at = x0, para 
ada x0, sendo retas. Apli
ando a regra da 
adeia e derivando a

solução da equação en
ontrada em relação a t obtém-se que u é, de fato, 
onstante

ao longo de 
ada 
urva 
ara
terísti
a.

d

dt
u(t, x(t)) =

∂

∂t
u(t, x(t)) +

∂

∂x
u(t, x(t))x′(t)

= ut + aux

= 0.

(2.4)

2.2 Caso Não-Linear

Uma Lei de Conservação es
alar não linear tem a forma

ut + (f(u))x = 0, (2.5)

onde f(u) é uma função não linear de u, 
hamada �uxo da lei 
onservativa. O 
aso

não-linear mais simples é a equação de Burger's 
om f(u) = u2

2
dada por

ut + uux = 0. (2.6)

Neste 
aso, f é uma função 
onvexa, ver [1℄. Para um tempo pequeno, a solução da

equação pode ser 
onstruída ao longo das 
ara
terísti
as. Como u é 
onstante ao

longo de 
ada 
ara
terísti
a, a in
linação x′(t) = u é 
onstante e as 
ara
terísti
as

serão, novamente, linhas retas determinadas pela 
ondição ini
ial.

Se os dados ini
iais são suaves, então podem ser usados para determinar a solução

u(t, x) para um tempo t pequeno em que as 
ara
terísti
as não se 
ruzam: para


ada (t, x) resolvemos a equação

x = ξ + u(0, ξ)t, (2.7)

de modo que a solução será dada por

u(t, x) = u(0, ξ). (2.8)
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2.3 Formação de Choques

Para um tempo t grande, no entanto, a equação (2.7) pode não ter uma úni
a

solução. Isso o
orre porque as 
ara
terísti
as se 
ruzam, 
omo a
onte
e se ux(0, x)

for negativa em algum ponto. Num tempo Tb, onde as 
ara
terísti
as se 
ruzam,

a função u(t, x) tem uma in
linação in�nita, nesse 
aso a solução �quebra� e os


hoques são formados.

2.3.1 Tempo Críti
o

A seguir, será determinado o tempo de quebra da onda, também 
onhe
ido 
omo

tempo 
ríti
o. Vamos supor que resolveremos a equação (2.6) 
om dados ini
iais

suaves u0(x). Deste modo, a solução implí
ita da equação será dada por

u(t, x) = u0(x− ut). (2.9)

Derivando (2.9) em relação a x, temos

ux = u′

0 · (1− uxt), (2.10)

portanto,

ux =
u

′

0

1 + u
′

0t
, (2.11)

e tem-se que a derivada ux tende a in�nito se u′
0 = −1

t
, de maneira que o tempo


ríti
o será dado por

Tb =
−1

minu′
0

. (2.12)

Fisi
amente, as soluções das leis de 
onservação generi
amente podem apresentar

uma ou várias des
ontinuidades que apare
em na forma de ondas de 
hoque. Para

estudar esse tipo de fen�meno é ne
essário estender o 
on
eito de solução a uma

forma mais geral, denominada na literatura de soluções fra
as.
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2.4 Soluções Fra
as

Devido ao fen�meno de propagação de des
ontinuidades, em geral, não há regu-

laridade na solução de modo que se bus
a a solução não mais no sentido 
lássi
o

imposto pela derivada e sim num sentido mais fra
o, em forma integral, que permite


onsiderar soluções des
ontínuas.

Considere-se a equação es
alar 
onservativa em sua formulação forte (
lássi
a):

ut + (f(u))x = 0. (2.13)

Multipli
ando (2.13) por φ(t, x) ∈ C0
1(R+ × R) e integrando em seu domínio

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

(

φut + φ (f(u))x
)

dxdt = 0. (2.14)

Integrando por partes a equação (2.14), obtém-se

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

(

φtu+ φxf(u)
)

dxdt = −

∫ +∞

−∞

φ(0, x)u(0, x)dx, (2.15)

que é a formulação fra
a ou Lei de Conservação na forma integral.

As soluções fra
as são soluções que podem ter uma ou várias des
ontinuidades (sin-

gularidades) ou podem ser 
ontínuas e apresentar des
ontinuidades em alguma de

suas derivadas (singularidades fra
as). Soluções que apresentam as 
ara
terísti
as


itadas a
ima são 
onhe
idas 
omo soluções singulares.

De a
ordo 
om V.P. Maslov [7℄, as soluções singulares de equações hiperbóli
as se

apresentam na forma

u(t, x) = g (S(t, x), t, x) , (2.16)

onde g(τ, t, x) é uma função es
alar (ou vetorial), suave fora do ponto τ = S(t, x) = 0

e que possui uma singularidade neste ponto, e S(t, x) é uma função suave.

Nas soluções do tipo (2.16) são 
omuns as seguintes propriedades:
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1. Elas são estruturalmente autosimilares;

2. São estruturalmente estáveis;

3. As soluções podem ser des
ritas mediante sistemas in�nitos de EDO's.

Estes sistemas in�nitos de EDO's são 
onhe
idos na literatura 
omo 
adeias de

Hugoniot-Maslov que 
onstituem as 
ondições ne
essárias para a existên
ia das so-

luções singulares. Para mais detalhes ver [5℄.

Um tipo de problema muito estudado na teoria das leis de 
onservação são os pro-

blemas de Riemann, que veremos a seguir.

2.5 Problema de Riemann

Um problema de Riemann é 
onstituído por uma equação diferen
ial par
ial na

forma 
onservativa tendo 
omo 
ondição ini
ial uma função da forma:

u(0, x) =

{

ul, x < 0

ur, x > 0.
(2.17)

Para a equação de Burger's des
rita em (2.6) 
om 
ondições ini
iais por partes, a

forma da solução depende da relação entre as 
onstantes ul e ur.

Caso I. ul > ur.

Neste 
aso, segundo Leveque [1℄ existe uma úni
a solução fra
a

u(t, x) =

{

ul, x < st

ur, x > st,
(2.18)

onde

s =
ul + ur

2
, (2.19)

é a velo
idade do 
hoque, ou seja, a velo
idade de propagação da des
ontinuidade.

Neste 
aso a equação (2.6) apresenta uma solução do tipo 
hoque.
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Figura 2.1: Linhas 
ara
terísti
as para a equação de Burger's - 
aso I: ul > ur, LeVeque[1℄.

Caso II. ul < ur.

Neste 
aso, segundo Leveque [1℄ existem in�nitas soluções fra
as. Uma solução

possível é a onda de rarefação

u(t, x) =















ul, x < ult

x/t, ult ≤ x ≤ urt

ur, x > urt.

(2.20)

Figura 2.2: Linhas 
ara
terísti
as para a equação de Burger's - 
aso II: ul < ur,

LeVeque[1℄.

Para maiores detalhes ver [1, 3℄.

2.5.1 Problema de Riemann Generalizado

O problema de Cau
hy dado por uma equação na forma 
onservativa es
alar 
om

uma 
ondição ini
ial do tipo:



2.6 Condições de Entropia 25

u(0, x) =

{

ul(x), se x < 0

ur(x), se x ≥ 0,
(2.21)

onde ul(x) e ur(x) são funções de 
lasse C∞
tais que ul(0) 6= ur(0), é 
onhe
ido


omo Problema de Riemann Generalizado, ver [5, 10℄.

Admitindo soluções fra
as, o PVI pode apresentar multipli
idade de soluções sendo

ne
essárias informações adi
ionais para a es
olha da solução mais adequada. A

melhor solução é aquela que é �si
amente 
orreta, sendo determinada pelos 
ritérios

de entropia de Rankine-Hugoniot e Oleinik, os quais serão apresentados a seguir.

2.6 Condições de Entropia

A seguir serão apresentados dois 
ritérios de entropia 
omumente usados para a

es
olha da solução entrópi
a de leis de 
onservação es
alares. Será feita uma breve

exposição sem muitos detalhes, pois para o desenvolvimento deste trabalho parti-

remos da base de existên
ia da solução entrópi
a tipo 
hoque para a apli
ação do

método assintóti
o.

CRITÉRIO versão 1: Seja s a velo
idade do 
hoque dada pela 
ondição de Rankine-

Hugoniot [1, 4℄. A solução u(t, x) é a solução entrópi
a, se ao longo da des
ontinui-

dade vale:

f ′(ul) > s > f ′(ur). (2.22)

Se f é 
onvexa, a 
ondição se reduz a ul < ur. Do 
ontrário, se f é 
�n
ava teremos

ur > ul.

Uma 
ondição mais geral foi estabele
ida por Oleinik, ver [1℄, apli
ada também para

funções de �uxo es
alares não-
onvexas.

CRITÉRIO versão 2: A solução u(t, x) é a solução entrópi
a se ao longo da des
on-

tinuidade vale a relação:
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f(u)− f ′(ul)

u− ul
> s >

f(u)− f ′(ur)

u− ur
, (2.23)

para todo u entre ul e ur.

2.7 Equação de Bu
kley-Leverett

A equação de B-L

2

é uma lei de 
onservação não linear que serve para modelar

o fen�meno de es
oamento bifási
o de �uidos imis
íveis em uma dimensão espa
ial

em um meio poroso. Ela é dada por:

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0, (2.24)

onde u representa a saturação de uma das fases, por exemplo �água� e f(u) é a

função de �uxo dada por

f(u) =
u2/a

u2/a+ (1− u)2/b
, (2.25)

sendo a e b as vis
osidades para a água e óleo, respe
tivamente. Neste modelo a

porosidade é 
onsiderada 
omo sendo um e os efeitos de 
apilaridade e gravidade

são ignorados [11, 1℄.

Fazendo µ = a
b
, que é a razão das vis
osidades,temos:

f(u) =
u2

u2 + µ(1− u)2
. (2.26)

Substituindo a expressão anterior na equação (2.24), obtemos a equação:

∂u

∂t
+

∂

∂x

(

u2

u2 + µ(1− u)2

)

= 0, (2.27)

que juntamente 
om as 
ondições ini
iais de Riemann ou Riemann Generalizado

formam o objeto de estudo deste trabalho [1℄.

2

Bu
kley-Leverett.
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Em geral, existem muitos trabalhos dedi
ados ao estudo das singularidades que se

propagam no tempo, ver [5, 10, 3℄, por serem de maior interesse físi
o. Os três tipos

de singularidade mais 
onhe
idos são os tipo vorti
ial, solitóns in�nitamente estrei-

tos e ondas de 
hoque. Nesse trabalho, serão 
onsideradas apenas as singularidades

do tipo ondas de 
hoque.

Soluções fra
as no sentido (2.14)-(2.15) são 
hamadas também de soluções genera-

lizadas. Existem várias teorias de funções generalizadas 
omumente utilizadas na

resolução de problemas físi
os e da natureza. A mais 
onhe
ida é a teoria de distri-

buição, de S
hwarz, porém apresenta limitações quando o problema a ser estudado é

não linear. Outras teorias de funções generalizadas mais re
entes, 
omo a teoria de

Colombeau nos permite dar um rigor matemáti
o aos 
ál
ulos feitos nesta disserta-

ção. No 
apítulo seguinte serão apresentados, brevemente, alguns 
on
eitos bási
os

das funções generalizadas segundo Colombeau.



Capítulo 3

Funções Generalizadas

Serão apresentados no presente 
apítulo alguns 
on
eitos fundamentais da teoria

das funções generalizadas de Colombeau. Para a apresentação destes 
on
eitos

seguiremos 
om a mesma exposição feita em [5℄. As demonstrações dos teoremas,

e outros detalhes sobre a teoria das funções generalizadas, podem ser en
ontrados

em [5, 10, 12, 6, 13, 14℄.

3.1 Introdução às Funções Generalizadas

Seguindo [10℄, mostraremos 
omo se deu o surgimento da teoria das funções gene-

ralizadas e apresentaremos algumas de suas prin
ipais apli
ações.

No �nal dos anos 20 do sé
ulo passado, 
omeçaram a surgir no 
ampo da Físi
a


ertos objetos denominados funções que, no entanto, não foram re
onhe
idos 
om a

mesma denominação pelos matemáti
os por não se enquadrarem na de�nição 
lás-

si
a. Como exemplo, pode-se 
itar a função delta de Dira
 [12℄ que, na tentativa de

se forne
er um rigor matemáti
o ao trabalho do físi
o inglês Paul Dira
, passou a

ser 
hamada pela 
omunidade matemáti
a de função generalizada.

Posteriormente, em 1936, os fundamentos da teoria matemáti
a das funções generali-

zadas foram desenvolvidos pelo matemáti
o russo Sergei Lvovi
h Sobolev [15℄. Após

a II Guerra Mundial, o matemáti
o fran
ês Laurent S
hwartz [16℄ realizou uma 
ons-

trução sistemáti
a da teoria das funções generalizadas e suas apli
ações, sendo seus

resultados en
ontrados na monogra�a de sua autoria �Theorie des Distributions� ,

publi
ada em 1951. O 
on
eito de S
hwartz sobre funções generalizadas e distri-
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buição passaram a ser usados 
omo sin�nimos, inaugurando um amplo 
ampo de

investigação matemáti
a, penetrando, in
lusive, 
ampos da 
iên
ia em geral.

A idéia de função generalizada tem muito a ver 
om a ne
essidade de introduzir um


on
eito de solução mais amplo na teoria das equações diferen
iais, denominadas

soluções fra
as ou generalizadas 
uja de�nição pode ser en
ontrada na seção 2.4 do


apítulo 2 deste trabalho. A seguir, serão apresentadas algumas de�nições impor-

tantes para que se possa de�nir o que vem a ser uma função generalizada.

3.2 Noções da Teoria das Distribuições

Seja Ω um 
onjunto aberto em R
n
, denota-se por D(Ω) ao espaço vetorial de todas

as funções (
om valores es
alares) de 
lasse C∞
sobre Ω e 
om suporte 
ompa
to. O

espaço D(Ω) é 
onhe
ido 
omo �Espaço das funções teste�.

De�nição 3.2.1: Pode-se de�nir as funções generalizadas 
omo toda 
lasse de fun-


ionais lineares 
ontínuos sobre o espaço das funções teste.

Seja T ∈ D′(Ω). Uma distribuição sobre Ω é um fun
ional linear e 
ontínuo sobre o

espaço das funções teste D(Ω). A 
ontinuidade do fun
ional se entende no sentido

de que T (ϕn) → T (ϕ) quando ϕn → ϕ em D(Ω). Temos ainda que se D é um

operador de derivação par
ial arbitrário e o(D) é a ordem de derivação de D, então

DT (ϕ) ∈ D′(Ω) é dada por

DT (ϕ) = (−1)o(D)T (Dϕ), ∀ϕ ∈ D(Ω). (3.1)

Seja α ∈ C∞(Ω) e T ∈ D′(Ω), o produto αT ∈ D′(Ω) está de�nido por

(αT )(ϕ) = T (αϕ), ∀ϕ ∈ D(Ω). (3.2)

Como resultado temos que o produto de uma função de 
lasse C∞
por uma distri-

buição, é também uma distribuição.

Qualquer função lo
almente integrável gera uma distribuição, 
om efeito se h ∈

L1
loc(Ω) (espaço das funções lo
almente integráveis sobre Ω), pode-se de�nir
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Th(ϕ) =

∫

Ω

h(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω). (3.3)

As distribuições que podem ser geradas a partir de funções lo
almente integráveis

são denominadas regulares, enquanto as que não podem ser representadas dessa

forma são denominadas singulares.

Um resultado muito importante da teoria das distribuições e que foi demonstrado

por S
hwartz é o seguinte teorema, que será enun
iado sem demonstração.

Baseado no Teorema da Estrutura de S
hwartz tem-se que qualquer distribui-

ção é lo
almente uma derivada par
ial no sentido fra
o de alguma função 
ontínua

[5℄. Em outras palavras, ∀T ∈ D′(Ω) e ∀x0 ∈ Ω existe uma vizinhança aberta Vx0

de x0 em Ω, uma função h ∈ C(Vx0
) e um operador D de derivação par
ial tal que

T |Vx0
= Dh em D′(Vx0

).

Portanto, do teorema a
ima, pode-se a�rmar que as distribuições 
onstituem o me-

nor espaço no qual é permitido a diferen
iação de todas as funções 
ontínuas.

Uma das prin
ipais limitações da teoria das distribuições vem do fato que se torna

impossível de�nir uma multipli
ação de distribuições que extenda o produto 
lássi
o

de funções 
ontínuas e que 
onserve algumas boas propriedades tais 
omo a regra

de Leibniz para a derivação de um produto 
onforme demonstrado no Teorema

da Impossibilidade de S
hwartz, 1954, 
ujo enun
iado e demonstração se en-


ontram em [5℄. Por este motivo, esta teoria se mostra insu�
iente para enfrentar

muitos problemas físi
os importantes que são modelados por EDP's não lineares


omo é o 
aso da equação de B-L estudada neste trabalho.

Devido à não linearidade da EDP em estudo, utilizaremos 
omo base uma teoria

mais moderna de funções generalizadas, 
riada por Colombeau em 1980, 
ujos re-

sultados mais importantes serão apresentados a seguir.
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3.3 Funções Generalizadas de Colombeau

Seja um 
onjunto aberto qualquer Ω de R
n
. O 
onjunto das funções generalizadas

de Colombeau sobre Ω (
om valores reais ou 
omplexos, in
lusive vetoriais) é deno-

tado por G(Ω) e é uma álgebra diferen
ial (tem as mesmas operações e regras que

se utilizam na álgebra diferen
ial C∞(Ω) de todas as funções de 
lasse C∞
sobre Ω).

Denotando o espaço vetorial de todas as distribuições sobre Ω por D′(Ω) que tem

estrutura de espaço vetorial, temos as seguintes in
lusões:

C∞(Ω) ⊂ D′(Ω) ⊂ G(Ω) (3.4)

Além disso G(Ω) induz sobre D′(Ω) as operações próprias de um espaço vetorial,

enquanto G(Ω) induz sobre C(Ω) todas as operações, in
luindo a multipli
ação. O

produto das distribuições arbitrárias de D′(Ω) perten
e a G(Ω), mas em geral não

estará em D′(Ω).

A 
onstrução da álgebra diferen
ial de Colombeau não 
ontradiz o resultado da im-

possibilidade de S
hwartz visto que C(Ω) não é uma subálgebra de G(Ω), o resultado

determinante é que o produto das funções 
ontínuas arbitrárias sobre Ω, 
onsidera-

das elementos de G(Ω), nem sempre 
oin
ide 
om o produto 
lássi
o. A diferença em

G(Ω) entre estes produtos é um �in�nitesimal�. Esta diferença in�nitesimal pode ser

desprezada sempre que não apare
er multipli
ada por uma �quantidade in�nita�.

Nos 
ál
ulos onde se trabalha 
om funções 
ontínuas, e na maioria dos 
on
eitos


lássi
os, estas �quantidades in�nitas� não apare
em, e então a diferença entre es-

tes produtos se torna insigni�
ante. Portanto, a teoria de Colombeau é totalmente


oerente 
om a análise 
lássi
a e a mesma foge do resultado da impossibilidade de

S
hwartz.

Para 
onstruir sua álgebra, Colombeau utilizou a idéia bási
a de quo
iente de uma


erta álgebra diferen
ial de funções por um ideal na mesma álgebra. Deste modo,

obteve uma álgebra diferen
ial denotada por G(Ω) na qual se podem in
luir 
a-

noni
amente as álgebras C∞(Ω) e C(Ω), assim 
omo o espaço vetorial D′(Ω). A

álgebra geral de Colombeau G(Ω) serve de síntese para a maioria das multipli
ações

de distribuições existentes e para resultados gerais rela
ionados 
om os problemas
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de existên
ia e uni
idade de soluções de EDP's. Porém, na práti
a, é su�
iente

utilizar uma versão simpli�
ada desta álgebra. A álgebra simpli�
ada das funções

generalizadas de Colombeau é denotada por Gs(Ω) e trata-se de uma subálgebra de

G(Ω) onde a multipli
ação nesta álgebra simpli�
ada não propor
iona uma multi-

pli
ação 
an�ni
a das distribuições. Embora Gs(Ω) não induza uma multipli
ação

de todas as distribuições, 
ontém algumas dessas multipli
ações 
omuns entre H eδ,

bem 
omo suas potên
ias e derivadas.

3.4 Álgebra Simpli�
ada de Colombeau Gs(Ω)

Seja Ω um domínio em R
n
. Considere-se o seguinte 
onjunto de funções reais

Es(Ω) =

{

R(ε, x) : (0, 1)× Ω → R, que são de 
lasse C∞

om respeito

à variável x ∈ Ω para 
ada ε ∈ (0, 1)

}

. (3.5)

O 
onjunto Es(Ω) tem estrutura de álgebra 
omutativa unitária 
om as operações

usuais de adição, multipli
ação por es
alares e multipli
ação de funções.

Seja D qualquer operador de derivação par
ial e K um sub
onjunto 
ompa
to ar-

bitrário de Ω dizemos que hK,D(R, ε) = sup
x∈K

|DR(ε, x)|. Consideremos o 
onjunto

EM,s(Ω) =

{

R ∈ Es(Ω) : ∀K ⊂ Ω 
ompa
to e ∀D, ∃q ∈ N,

c > 0, η > 0 : hK,D(R, ε) ≤ cε−q, ∀ 0 < ε < η

}

. (3.6)

O 
onjunto EM,s(Ω) é uma subálgebra da álgebra Es(Ω) pois além de ser um subes-

paço vetorial de Es(Ω), o produto de dois elementos R1R2 é um elemento de EM,s(Ω)

sempre que R1 ∈ EM,s(Ω) e R2 ∈ EM,s(Ω). Além disso EM,s(Ω) tem estrutura de ál-

gebra diferen
ial, pois se R ∈ EM,s(Ω), então DR ∈ EM,s(Ω) para qualquer operador

diferen
ial D.

Finalmente, seja o 
onjunto

Ns(Ω) =

{

R ∈ Es(Ω) : ∀K ⊂ Ω 
ompa
to e ∀D, ∃q ∈ N : ∀p ≥ q,

∃c > 0, η > 0 : hK,D(R, ε) ≤ cεp−q, ∀ 0 < ε < η

}

. (3.7)
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O espaço vetorial Ns(Ω) é um ideal da álgebra diferen
ial EM,s(Ω).

De�nição 3.3.1: A álgebra simpli�
ada de funções generalizadas é o espaço quo-


iente

Gs =
EM,s(Ω)

Ns(Ω)
(3.8)

A igualdade entre funções generalizadas é a identidade entre elas 
omo elementos

de um espaço vetorial quo
iente [12℄. Esta igualdade é o que se 
hama de igualdade

forte. Porém, em GS(Ω) existe uma outra relação de equivalên
ia denominada igual-

dade fra
a. Trata-se de uma asso
iação de funções generalizadas, que será de�nida

a seguir.

3.4.1 Asso
iação de Funções Generalizadas

De�nição 3.3.2: Sejam G1, G2 ∈ Gs(Ω), diz-se que G1 está asso
iado a G2

(G1 ≈ G2) se existem representantes R1,R2 ∈ EM,s(Ω) de G1 e G2, respe
tivamente,

tais que

lim
ε−→0

∫

Ω

[R1(ε, x)−R2(ε, x)]ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω). (3.9)

A asso
iação de funções generalizadas é 
ompatível 
om as operações de diferen-


iação e produto por um es
alar e, além disso, é transitiva. No entanto não é


ompatível 
om o produto entre funções generalizadas, de modo que dados G1, G2

e G3 ∈ Gs(Ω):

1. Se G1 ≈ G2, G2 ≈ G3, então G1 ≈ G3;

2. seja D um operador diferen
ial, se G1 ≈ G2, então DG1 ≈ DG2;

3. seja a ∈ R, se G1 ≈ G2, então aG1 ≈ aG2;

4. seja h ∈ C∞(Ω), se G1 ≈ G2, então hG1 ≈ hG2;

5. mas se G1 ≈ G2, não impli
a que G3G1 ≈ G3G2.

Observação 3.1: Como resultado dos dois tipos de igualdade presentes em Gs temos

que se G1 = G2 ⇒ G1 ≈ G2, enquanto G1 pode estar asso
iada a G2 ainda que
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G1 6= G2.

Consequentemente, ainda que Gs(Ω) não 
ontenha D′(Ω) existe uma 
onexão entre

este dois espaços [5℄.

3.4.2 Conexão entre Gs(Ω) e D′(Ω)

De�nição 3.4.1: Dizemos que uma função generalizada de Colombeau G ∈ Gs(Ω)

admite a distribuição T ∈ D′(Ω) 
omo aspe
to ma
ros
ópi
o se, e somente se,∀ϕ ∈

D(Ω) se 
umpre

lim
ε−→0

∫

Ω

R(ε, x)ϕ(x)dx = T (ϕ) (3.10)

onde R(ϕ, x) ∈ EM,s é um representante arbitrário de G.

Se G1 ∈ Gs(Ω) admite T ∈ D′(Ω) 
omo aspe
to ma
ros
ópi
o e, além disso G1 ≈ G2,

então a função generalizada G2 ∈ Gs(Ω) admitirá também a distribuição T 
omo

aspe
to ma
ros
ópi
o.

3.4.3 De�nições e Propriedades Bási
as em Gs(Ω)

De�nição 3.5.1 (Funções Generalizadas de Heaviside): Uma função gene-

ralizada H ∈ Gs(R) se denomina função generalizada de Heaviside, se existe um

representante da mesma RH ∈ EM,s(R), para o qual existe uma função A(ε) > 0,

A(ε) −→ 0 quando ε −→ 0 tal que:

1. RH(ε, x) = 0, ∀ε ∈ (0, 1) e x < −A(ε);

2. RH(ε, x) = 1, ∀ε ∈ (0, 1) e x > A(ε);

3. sup|RH(ε, x)| < +∞ : ε ∈ (0, 1), x ∈ R.

De�nição 3.5.2: Todas as funções generalizadas de Heaviside estão asso
iadas en-

tre si e admitem a distribuição de Heaviside TH 
omo aspe
to ma
ros
ópi
o.
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Observação 3.2: Da de�nição a
ima tem-se que qualquer potên
ia de uma função

generalizada de Heaviside é também uma função generalizada de Heaviside.

1

-A1(E) A1(E)-A2(E) -A3(E) A2(E)A3(E)

Figura 3.1: Funções generalizadas de Heaviside.

De�nição 3.5.3 (Funções Generalizadas δ de Dira
): Uma função generali-

zada δ ∈ Gs(R) se denomina função generalizada de Dira
, se existe um represen-

tante da mesma Rδ ∈ EM,s(R), para o qual existe uma função A(ε) > 0, A(ε) −→ 0

quando ε −→ 0 tal que:

1. Rδ(ε, x) = 0, ∀ε ∈ (0, 1) e |x| > A(ε);

2.

∫

R
Rδ(ε, x)dx = 1, ∀ε ∈ (0, 1);

3. sup
∫

R
|Rδ(ε, x)|dx < +∞ : ε ∈ (0, 1), x ∈ R.

Seja δ0 ∈ Gs(R) uma função de Dira
, então existe H0 ∈ Gs(R) de Heaviside tal que

H ′
0 = δ0.

De�nição 3.5.4: Todas as funções generalizadas de Dira
 estão asso
iadas entre

si e admitem a distribuição δ de Dira
 
omo aspe
to ma
ros
ópi
o.
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0
-A3(E) A3(E)-A2(E) A2(E)-A1(E) A1(E)

Figura 3.2: Funções generalizadas δ de Dira
.

Seja H ∈ Gs(R) uma função generalizada de Heaviside e δ ∈ Gs(R) uma função

generalizada de Dira
, então se veri�
am as seguintes propriedades:

1. Hn ≈ H, ∀n ≥ 1, n ∈ N.

2. H ′ ≈ δ.

3. HkH ′ ≈
1

k + 1
H ′, ∀k ≥ 0, k ∈ N.

Em [5, 10℄ foram demonstrados o 
ál
ulo que serve de base para o seguinte teorema:

Teorema (Fundamentação Teóri
a das Cadeias de Hugoniot-Maslov para

as ondas de Choque). Sejam A(t, x), B(t, x) e C(t, x) funções de Classe C∞(R2)

tais que

A(t, x) + B(t, x)H(x−X(t)) + C(t, x)δ(x−X(t)) ≈ 0. (3.11)

onde H é uma função generalizada de Heaviside e δ é uma função generalizada de

Dira
. Se são propostos desenvolvimentos formais da forma

A =
∞
∑

l=0

Alτ
l

B =

∞
∑

l=0

Blτ
l

C =

∞
∑

l=0

Clτ
l

(3.12)
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então para que a equação (3.11) seja satisfeita, é ne
essário que Al(t) = 0,Bl(t) =

0, ∀l = 0, 1, 2, ... e C0(t) = 0, ∀t ∈ R.

Para o teorema a
ima tem-se que τ = x−X(t) onde X(t) é uma função suave.



Capítulo 4

Obtenção da Cadeia de Hugoniot-Maslov

para Choques na Equação de Bu
kley-

Leverett

Neste 
apítulo será apli
ado o método assintóti
o desenvolvido por Maslov em 1970

[7℄ para a 
aptura de soluções do tipo 
hoque, quando elas existem, 
orrespondentes

ao problema de Riemann e Riemann Generalizado. Para tratar 
orretamente do

problema da não linearidade da EDP os 
ál
ulos serão realizados no 
ontexto das

funções generalizadas de Colombeau.

Seja

∂u

∂t
+

∂

∂x

(

u2

u2 + µ(1− u)2

)

≈ 0, (4.1)


om 
ondições ini
iais do tipo (2.21).

Na equação (4.1) o operador “ ≈ ” representa a asso
iação no sentido de Colombeau

que é equivalente à formulação fra
a (integral) da lei de 
onservação dada por (2.15).

O método assintóti
o parte da base de existên
ia de uma onda de 
hoque 
omo

solução fra
a e, portanto, supomos que

u(t, x) = A(t, x) +B(t, x)H(x−X(t)), (4.2)

onde A, B e X são funções suaves e X(0) = 0. Temos que a equação (4.2) é solução

do problema de Cau
hy para equação (4.1) 
om a 
ondição ini
ial de Riemann

generalizado es
rita na forma
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u(0, x) = ul(x) + [ur(x)− ul(x)]H(x), (4.3)

sendo H a função generalizada de Heaviside. A 
urva x = X(t) des
reve a trajetória

da singularidade ini
ialmente na origem [5℄.

Substituindo a equação (4.2) em (2.26) a função de �uxo será dada por

f(u) =
A2 + 2ABH +B2H2

[A2 + µ(1− A)2] · 1 + [(2A+ 2µ(A− 1))B] ·H + [B2(1 + µ)] ·H2
(4.4)

A proposição abaixo forne
e um resultado importante a ser apli
ado na equação

(4.4) nos permitindo obter uma expressão para o �uxo que nos permita utilizar o

Teorema da Fundamentação Teóri
a (Seção 3.4.3).

Proposição 4.1: Seja H ∈ Gs(Ω) uma função generalizada de Heaviside na variável

τ = x − X(t). Sejam a(x), b(x), c(x), d(x), e(x) e f(x) funções suaves tais que

d(x) > 0 e d(x) + e(x) + f(x) > 0 ∀x ∈ R, então

a(x) + b(x)H + c(x)H2

d(x) + e(x)H + f(x)H2
≈























a(x) + b(x) + c(x)

d(x) + e(x) + f(x)
se τ > 0

a(x)

d(x)
se τ < 0

(4.5)

Deste modo, teremos:

a(x) + b(x)H + c(x)H2

d(x) + e(x)H + f(x)H2
≈

a(x)

d(x)
+

[

a(x) + b(x) + c(x)

d(x) + e(x) + f(x)
−

a(x)

d(x)

]

H(τ). (4.6)

Apli
ando a proposição 4.1 na equação (4.4) obtemos a função de �uxo:

f(u) ≈
A2

A2 + µ(1− A)2
+

[

A2 + 2AB +B2

(A+B)2 + µ[1− (A+B)]2
−

A2

A2 + µ(1−A)2

]

H(τ),

(4.7)

onde τ = x−X(t).

Nota-se que foi possível utilizar a proposição pois A2 + µ(1−A)2 > 0 e (A+B)2 +

µ[1− (A+B)]2 > 0.
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Derivando em relação a x a equação (4.7), obtém-se

(f(u))x ≈

{

2µAAx − 2µA2Ax

[A2 + µ(1− A)2]2

}

+

{

2µ[1− (A+B)](Ax +Bx)(A+B)

[(A +B)2 + µ[1− (A+B)]2]2
+

+
2µAAx − 2µA2Ax

[A2 + µ(1− A)2]2

}

H(τ)+

+

{

(A+B)2

(A +B)2 + µ[1− (A+B)]2
−

A2

A2 + µ(1− A)2

}

H ′(τ).

(4.8)

Derivando a função u(t, x) = A(t, x) + B(t, x)H(x−X(t)) em relação à variável t,

temos:

ut = At +BtH(τ)− BX ′H ′(τ). (4.9)

Substituindo as equações (4.8) e (4.9) na equação (4.1), temos a equação que dese-

jamos resolver:

{

At +
2µAAx − 2µA2Ax

[A2 + µ(1− A)2]2

}

+

+

{

Bt +
2µ[1− (A+B)](Ax +Bx)(A+B)

[(A +B)2 + µ[1− (A+B)]2]2
+

2µAAx − 2µA2Ax

[A2 + µ(1− A)2]2

}

H(τ)+

+

{

−BX ′ +
(A+B)2

(A+B)2 + µ[1− (A +B)]2
−

A2

A2 + µ(1− A)2

}

H ′(τ) ≈ 0.

(4.10)

4.1 Expansões Assintóti
as em Séries de Potên
ias

Desenvolvendo formalmente A(t, x) e B(t, x) em série de potên
ias 
entradas em

X(t), teremos

A(t, x) =
∞
∑

l=0

Al(t)(x−X(t))l

e

B(t, x) =
∞
∑

l=0

Bl(t)(x−X(t))l,

de modo que podemos rees
rever a equação (4.2) 
omo
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u(t, x) =

∞
∑

l=0

Al(t)(x−X(t))l +

[

∞
∑

l=0

Bl(t)(x−X(t))l

]

H(x−X(t)). (4.11)

4.1.1 Séries de Potên
ias

Tendo em vista que a formulação do problema des
rito pela equação (4.10) en-

volve derivadas, potên
ias e expressões, in
luindo produtos para os termos A(t, x)

e B(t, x), des
reveremos abaixo as funções que serão utilizadas e sua respe
tiva

formulação em séries de potên
ias. Para mais detalhes ver [5, 17℄.

4.1.1.1 Séries que Envolvem a Função A(t, x), suas Potên
ias e suas

Derivadas

A =
∞
∑

l=0

Alτ
l, (4.12)

A2 =
∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

Al−iAi

)

τ l, (4.13)

A3 =
∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

AiAjAl−i−j

)]

τ l, (4.14)

A4 =
∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

l−i
∑

j=0

(

l−i−j
∑

k=0

AiAjAkAl−i−j−k

)]

τ l, (4.15)

At =
∞
∑

l=0

[A′

l − (l + 1)Al+1X
′] τ l, (4.16)

Ax =

∞
∑

l=0

(l + 1)Al+1τ
l, (4.17)

AAx =

∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

(i+ 1)Al−iAi+1

)

τ l, (4.18)

A2Ax =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

AjAl−i−j

)

(i+ 1)Ai+1

]

τ l, (4.19)
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A3Ax =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

l−i−j
∑

k=0

AjAkAl−i−j−k

)

(i+ 1)Ai+1

]

τ l. (4.20)

4.1.1.2 Séries que Envolvem a Função B(t, x), suas Potên
ias e suas

Derivadas

B =

∞
∑

l=0

Blτ
l, (4.21)

B2 =

∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

Bl−iBi

)

τ l, (4.22)

B3 =

∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

l−i
∑

j=0

BiBjBl−i−j

)

τ l, (4.23)

B4 =
∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

l−i
∑

j=0

l−i−j
∑

k=0

BiBjBkBl−i−j−k

)

τ l, (4.24)

Bt =

∞
∑

l=0

[B′

l − (l + 1)Bl+1X
′] τ l, (4.25)

Bx =

∞
∑

l=0

(l + 1)Bl+1τ
l, (4.26)

BBx =

∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

(i+ 1)Bl−iBi+1

)

τ l, (4.27)

B2Bx =
∞
∑

l=0

[(

l
∑

i=0

l−i
∑

j=0

BjBl−i−j

)

(i+ 1)Bi+1

]

τ l. (4.28)

4.1.1.3 Séries que Envolvem as Funções A(t, x) e B(t, x), suas Potên
ias
e suas Derivadas

AB =

∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

Al−iBi

)

τ l, (4.29)

A2B =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

AjAl−i−j

)

Bi

]

τ l, (4.30)
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A3B =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

l−i−j
∑

k=0

AjAkAl−i−j−k

)

Bi

]

τ l, (4.31)

AB2 =
∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

Al−i

(

i
∑

j=0

BjBi−j

)]

τ l, (4.32)

AB3 =
∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

Al−i

(

i
∑

j=0

i−j
∑

k=0

BjBkBi−j−k

)]

τ l, (4.33)

A2B2 =
∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

AjAl−i−j

)(

i
∑

j=0

BjBi−j

)]

τ l, (4.34)

ABx =

∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

(i+ 1)Al−iBi+1

)

τ l, (4.35)

A2Bx =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

AjAl−i−j

)

(i+ 1)Bi+1

]

τ l, (4.36)

BAx =

∞
∑

l=0

(

l
∑

i=0

(i+ 1)Bl−iAi+1

)

τ l, (4.37)

B2Ax =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

BjBl−i−j

)

(i+ 1)Ai+1

]

τ l, (4.38)

ABAx =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

Al−i−jBj

)

(i+ 1)Ai+1

]

τ l, (4.39)

ABBx =

∞
∑

l=0

[

l
∑

i=0

(

l−i
∑

j=0

Al−i−jBj

)

(i+ 1)Bi+1

]

τ l. (4.40)

4.1.1.4 Séries que Envolvem o Coe�
iente de Vis
osidade

∞
∑

l=0

Elτ
l
onde E0 = µ e Ei = 0, ∀i > 0, (4.41)

∞
∑

l=0

Dlτ
l
onde D0 = µ2

e Di = 0, ∀i > 0. (4.42)
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Nesse 
aso utilizamos esse artifí
io para poder expressar os termos 
onstantes em

forma de séries que serão usadas posteriormente.

4.1.1.5 Divisão de Séries

Observamos que quando substituirmos as séries a
ima na equação (4.10), irá o
orrer

divisões entre séries. No entanto, foi en
ontrada na literatura apenas fórmulas para

produto de séries. O método de divisão de séries que apli
aremos, ainda não foi

publi
ado sendo a primeira aparição desta fórmula neste trabalho.

Sejam as séries

∞
∑

k=0

akτ
k

e

∞
∑

k=0

bkτ
k.

O produto destas séries irá resultar em uma outra série, isto é:

∞
∑

k=0

ckτ
k =

(

∞
∑

k=0

akτ
k

)(

∞
∑

k=0

bkτ
k

)

. (4.43)

Efetuando o produto termo a termo, tem-se

∞
∑

k=0

ckτ
k =

(

a0 + a1τ + a2τ
2 + a3τ

3 + · · ·
) (

b0 + b1τ + b2τ
2 + b3τ

3 + · · ·
)

=
(

a0b0 + a0b1τ + a0b2τ
2 + a0b3τ

3 + a1b0τ + a1b1τ
2 + a1b2τ

3 + a2b0τ
2 + · · ·

)

=
(

a0b0 + a0b1τ + a1b0τ + a0b2τ
2 + a1b1τ

2 + a2b0τ
2 + a0b3τ

3 + a1b2τ
3 + · · ·

)

=

∞
∑

k=0

(

k
∑

i=0

aibl−i

)

τ l.

Portanto,

ck =
k
∑

i=0

aibk−i, ∀k. (4.44)
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A partir do produto entre séries desenvolvido a
ima, queremos en
ontrar uma fór-

mula para o quo
iente

∑

ckτ
k

∑

bkτk
. Apli
ando o pro
esso inverso, en
ontramos uma

fórmula em re
orrên
ia:

c0 = a0b0 ⇒ a0 =
c0
b0
,


1 = a0b1 + a1b0 ⇒ a1 =
c1 −

c0
b0
b1

b0
=

c1
b0

−
c0b1

b0
2 =

c1b0
b0b0

−
c0b1

b0
2 =

c1b0 − c0b1

b0
2 ,


2 = a0b2+ a1b1+ a2b0 ⇒ a2 =
c2 −

c0
b0
b2 −

c1 −
c0
b0
b1

b0
b1

b0
=

c2
b0

−
c0b2

b0
2 −

(

c1

b0
2 b1 −

c0

b0
3 b1

2

)

,


3 = a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0 ⇒ a3 =
c3 − a0b3 − a1b2 − a2b1

b0
=

c3
b0

−

(

c0
b0

)

b3

b0
−

(

c1
b0

−
c0b1

b0
2

)

b2

b0
−

(

c2
b0

−
c0b2

b0
2 −

c1b1

b0
2 +

c0b1
2

b0
3

)

b1

b0
=

c3b0
3

b0b0
3 −

c0b3b0
2

b0
2b0

2 −
c1b2b0

2

b0
2b0

2 +
c0b1b2b0

b0
3b0

−

c2b1

b0
2 +

c0b2b1

b0
3 +

c1b1
2

b0
3 −

c0b1
3

b0
4 .

Portanto, temos que

ak =
1

b0
k+1

k
∑

m=0

cm · α(k,m), (4.45)

onde

α(k,m) =
∑

(S0,··· ,Sk)∈Ωk,m

(−1)k+S0

[

bS0

0 × bS1

1 × · · · × bSk

k

]

, (4.46)

é tal que

Ωk,m =

{

(S0, · · · , Sk) ∈ N
k, tais que

k
∑

n=0

Sn = k,

k
∑

n=0

nSn = k −m

}

. (4.47)
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4.1.2 Cadeia de Hugoniot-Maslov para a Equação de Bu
kley-

Leverett

A partir dos resultados obtidos pode-se transformar as séries em 
ada termo por uma

úni
a série. Substituindo todas as séries da seção anterior na equação (4.10):

∞
∑

l=0

[

A′

l − (l + 1)Al+1X
′ +

1

(bI0)
l+1

l
∑

m=0

cImα
I(l, m)

]

τ l · 1+

∞
∑

l=0

[

B′

l − (l + 1)Bl+1X
′ +

1

(bII01)
l+1

l+1
∑

m=0

cIIm,1α
II
1 (l, m) +

1

(bII02)
l+1

l
∑

m=0

cIIm,2α
II
2 (l, m)

]

τ l ·H(τ)+

∞
∑

l=0

[

−BlX
′ +

1

(bIII01 )l+1

l
∑

m=0

cIIIm,1α
III
1 (l, m)−

1

(bIII02 )l+1

l
∑

m=0

cIIIm,2α
III
2 (l, m)

]

τ l ·H ′(τ) ≈ 0,

(4.48)

onde o supraín
i
e I 
orresponde ao termo que multipli
a 1, o supraíndi
e II ao termo

que multipli
a H(τ) e o supraíndi
e III ao termo que multipli
a H ′(τ). Daí podemos

des
rever 
ada termo, 
omo segue.

• Primeiro termo:

cIm = 2µ

l
∑

i=0

(i+ 1)Am−iAi+1 − 2µ

m
∑

i=0

(

m−i
∑

j=0

AjAm−i−j

)

(i+ 1)Ai+1,

αI(k,m) =
∑

(S0,··· ,Sk)∈Ωk,m

(−1)k+S0

[

(bI0)
S0 × (bI1)

S1 × · · · × (bIk)
Sk

]

,

bIm = Dm − 4µ2Am + 2µ(1 + 3µ)

m
∑

i=0

Am−iAi − 4µ(1 + µ)

m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

AiAjAm−i−j+

+ (1 + µ)2
m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

m−i−j
∑

k=0

AiAjAkAm−i−j−k,
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om

bI0 =
[

µ− 2µA0 + (1 + µ)A2
0

]2
> 0.

• Segundo Termo:

cIIm,1 = 2µ

m
∑

i=0

(i+ 1)Am−iAi+1 + 2µ

m
∑

i=0

(i+ 1)Am−iBi+1 + 2µ

m
∑

i=0

(i+ 1)Bm−iAi+1+

+ 2µ

m
∑

i=0

(i+ 1)Bm−iBi+1 − 2µ

m
∑

i=0

(

m−i
∑

j=0

AjAm−i−j

)

(i+ 1)Ai+1+

− 4µ

m
∑

i=0

(

m−i
∑

j=0

Am−i−jBj

)

(i+ 1)Ai+1 − 2µ

(

m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

BjBm−i−j

)

(i+ 1)Ai+1+

− 2µ

(

m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

AjAm−i−j

)

(i+ 1)Bi+1 − 4µ
m
∑

i=0

(

m−i
∑

j=0

Am−i−jBj

)

(i+ 1)Bi+1+

− 2µ
m
∑

i=0

(

m−i
∑

j=0

BjBm−i−j

)

(i+ 1)Bi+1,

cIIm,2 = 2µ

m
∑

i=0

(

m−i
∑

j=0

AjAm−i−j

)

(i+ 1)Ai+1 − 2µ

m
∑

i=0

(i+ 1)Am−iAi+1.

Sendo:

αII
1 (k,m) =

∑

(S0,··· ,Sk)∈Ωk,m

(−1)k+S0

[

(

bII01
)S0 ×

(

bII11
)S1 × · · · ×

(

bIIk1
)Sk

]

,

e

αII
2 (k,m) =

∑

(S0,··· ,Sk)∈Ωk,m

(−1)k+S0

[

(

bII02
)S0 ×

(

bII12
)

S1 × · · · ×
(

bIIk2
)Sk

]

,
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bIIm,1 =Dm − 4µ2(Am +Bm) + (2µ+ 6µ2)

m
∑

i=0

Am−iAi +Bm−iBi−

+ (4µ+ 4µ2)

m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

AiAjAm−i−j +BiBjBl−i−j+

+ (1 + µ)2
m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

m−i−j
∑

k=0

AiAjAkAm−i−j−k +BiBjBkBm−i−j−k + (4µ+ 12µ2)

m
∑

i=0

Am−iBi−

+ (12µ+ 12µ2)
m
∑

i=0

[(

m−i
∑

j=0

AjAm−i−j

)

Bi + Am−i

(

i
∑

j=0

BjBi−j

)]

+

+ (4 + 8µ+ 4µ2)

(

m
∑

i=0

[(

m−i
∑

j=0

m−i−j
∑

k=0

AjAkAm−i−j−k

)

Bi

]

+

+
m
∑

i=0

[

Am−i

(

i
∑

j=0

i−j
∑

k=0

BjBkBi−j−k

)])

+

+ (6 + 12µ+ 62)

m
∑

i=0

(

m−i
∑

j=0

AjAm−i−j

)(

i
∑

j=0

BjBi−j

)

,

bIIm,2 = Dm − 4µ2Am + (2µ+ 6µ2)

m
∑

i=0

Am−iAi − (4µ+ 4µ2)

m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

AiAjAm−i−j+

+ (1 + µ)2
m
∑

i=0

m−i
∑

j=0

m−i−j
∑

k=0

AiAjAkAm−i−j−k,


om

bII0,1 =
[

(1 + µ)(A0 +B0)
2 − 2µ(A0 +B0) + µ

]2
> 0,

e

bII0,2 =
[

(1 + µ)A2
0 − 2µA0 + µ

]2
> 0.

• Ter
eiro Termo:

cIIIm,1 =

m
∑

i=0

Am−iAi + 2

m
∑

i=0

Am−iBi +

m
∑

i=0

Bm−iBi,
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cIIIm,2 =

m
∑

i=0

Am−iAi.

Sendo:

αIII
1 (k,m) =

∑

(S0,··· ,Sk)∈Ωk,m

(−1)k+S0

[

(

bIII01

)

S0 ×
(

bIII11

)S1 × · · · ×
(

bIIIk1

)Sk

]

,

e

αIII
2 (k,m) =

∑

(S0,··· ,Sk)∈Ωk,m

(−1)k+S0

[

(

bIII02

)S0 ×
(

bIII12

)S1 × · · · ×
(

bIIIk2

)Sk

]

,

bIIIm,1 = Em − 2µ(Am +Bm) + (1 + µ)
m
∑

i=0

(Am−iAi) + (Bm−iBi) + 2(Am−iBi),

bIIIm,2 = Em − 2m + (1 + µ)

m
∑

i=0

Am−iAi,


om

bIII0,1 =
[

(1 + µ)(A0 +B0)
2 − 2µ(A0 +B0) + µ

]

> 0,

e

bIII0,2 =
[

(1 + µ)A2
0 − 2µA0 + µ

]

> 0.

As variáveis bI0, c
I
m, α

I
, bII01, b

II
02, c

II
m,1, c

II
m,2, α

II
1 , αII

2 , b
III
01 , bIII02 , cIIIm,1, c

III
m,2, α

III
1 e αIII

2

nas equações a
ima determinam os 
oe�
ientes da divisão das séries que apresentam uma


ombinação diferente 
onforme lhes são atribuídos valores de a
ordo 
om as de�nições

apresentadas na seção anterior.
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A seguir, apli
aremos o Teorema da Fundamentação Teóri
a de modo a igualar todos

os 
oe�
ientes do primeiro e segundo termos, e o termo zero do ter
eiro termo a zero.

4.2 Trun
amento da Cadeia de Hugoniot-Maslov

Uma vantagem do uso das 
adeias de Hugoniot-Maslov é que a sua resolução numéri
a

permite a obtenção dos 
oe�
ientes aproximados da expansão assintóti
a da solução pro-

posta e a trajetória dos pontos singulares da solução. Primeiramente devemos trun
ar as


adeias numa determinada ordem de aproximação N de modo que obteremos um sistema

de 2N +3 EDO's denominado sistema �trun
ado�. Uma di�
uldade adi
ional en
ontrada

é que o sistema trun
ado não é fe
hado apresentando mais in
ógnitas do que esquações.

Para o sistema trun
ado de ordem N , apare
eram as in
ógnitas X(t), Al(t), Bl(t), para

l = 0, 1, 2, . . . , N e mais duas in
ógnitas adi
ionais AN+1(t) e BN+1(t).

Para esse trabalho o sistema será resolvido 
om ordem de trun
amento N = 2, de

modo que o sistema trun
ado possui sete equações diferen
iais e nove in
ógnitas. Usando

os resultados de Prassad e Ravindrah (ver [18℄) fazemos A3 = B3 = 0, tornando o nosso

sistema �trun
ado� fe
hado, 
uja solução nos permitirá obter de maneira aproximada a

solução do tipo onda de 
hoque para a Equação de Bu
kley-Leverett.

Fazendo o trun
amento da Cadeia de Hugoniot-Maslov para l = 0, 1, 2:
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
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









































































A′
0 − A1X

′ + 1
(bI

0
)
cI0.α

I(0, 0) = 0

A′
1 − 2A2X

′ + 1
(bI

0
)2

[

cI0.α
I(1, 0) + cI1.α

I(1, 1) ]= 0

A′
2 − 3A3X

′ + 1
(bI

0
)3

[

cI0.α
I(2, 0) + cI1.α

I(2, 1) + cI2.α
I(2, 2) ]= 0

B′
0 − B1X

′ + 1
(bII

01
)
cII01.α

II
1 (0, 0) + 1

(bII
02

)
cII02.α

II
2 (0, 0) = 0

B′
1 − 2B2X

′ + 1
(bII

01
)2

[

cII01.α
II
1 (1, 0) + cII11.α

II
1 (1, 1)

]

+ 1
(bII

02
)2

[

cII02.α
II
2 (1, 0) + cII12.α

II
2 (1, 1) ]= 0

B′
2 − 3B3X

′ + 1
(bII

01
)3

[

cII01.α
II
2 (2, 0) + cII11.α

II
2 (2, 1) + cII21.α

II
2 (2, 2) ]+

1
(bII

02
)3

[

cII02.α
II
2 (2, 0) + cII12.α

II
2 (2, 1) + cII22.α

II
2 (2, 2) ]= 0

−B0X
′ + 1

bIII
01

cIII01 .αIII
1 (0, 0)− 1

bIII
02

cIII02 .αIII
2 (0, 0) = 0

(4.49)



Capítulo 5

Resultados Numéri
os

Neste 
apítulo traremos os resultados da solução numéri
a aproximada, obtida através

de simulação 
omputa
ional em linguagem MATLAB

R© do método assintóti
o, desenvol-

vido por Maslov para soluções des
ontínuas do tipo 
hoque, adaptado para a equação

de B-L 
om 
ondições ini
iais do tipo Riemann e Riemann generalizado (ver seções 2.5 e

2.5.1). O 
ódigo foi implementado seguindo as mesmas ideias presentes em [5℄, detalhadas

a seguir.

Após a obtenção da 
adeia trun
ada de Hugoniot-Maslov bus
amos aproximar nu-

meri
amente as soluções des
ontínuas para as 
ondições ini
iais dadas. A partir dos

resultados de Prasad-Ravindran [18℄, obtém-se um sistema fe
hado de EDO's 
ontendo

7 equações e 7 variáveis. Partindo de um vetor ini
ial 
ujas 
omponentes são dadas

por

−→y0 = [X(0)A0(0)A1(0)A2(0)B0(0)B1(0)B2(0)], apli
a-se um resolutor do próprio

MATLAB

R© para resolução de sistemas de EDO's ode45

1

. As variáveis A0, A1, A2, B0,

B1 e B2 dependem das funções ul e ur e suas derivadas nas 
ondições ini
iais do problema,

onde: X(0) = 0, A0(0) = ul(0), A1(0) =
u′

l
(0)

2
, A2(0) =

u′′

l
(0)

2
, B0(0) = ur(0) − ul(0),

B1(0) =
u′

r(0)−u′

l
(0)

2
e B2(0) =

u′′

r (0)−u′′

l
(0)

2
. O intervalo de integração para o resolutor

es
olhido foi [0, 1] obtendo-se a matriz y 
ujas linhas 
orrespondem ao número de inte-

rações temporais realizadas e que possui 7 
olunas que 
orrespondem às variáveis X(t),

A0(t), A1(t), A2(t), B0(t), B1(t) e B2(t), dispostas nesta mesma ordem. Obtidas es-

sas variáveis re
onstrói-se a solução de a
ordo 
om u(t, x) =

2
∑

l=0

Al(t)(x − X(t))l +

[

2
∑

l=0

Bl(t)(x−X(t))l

]

H(x − X(t)). Mais detalhes sobre a implementação 
omputa
i-

1

Resolutor de equações diferen
iais de primeira ordem não-sti� de pre
isão média. Fonte:

www.mathworks.
om
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onal do método numéri
o de Maslov adaptado para a equação de B-L podem ser vistos

no apêndi
e.

Bus
a-se, através das simulações numéri
as realizadas, veri�
ar a e�
iên
ia do mé-

todo assintóti
o na 
aptação das ondas de 
hoque. Uma vez obtida a solução numéri
a da

equação de B-L, serão 
omparadas as ondas de 
hoque 
aptadas 
om o método assintóti
o

e ondas 
aptadas 
om métodos de diferenças �nitas para um mesmo tempo t �xo. Os

métodos de diferenças �nitas utilizados são os métodos 
lássi
os Lax-Wendro�, Godunov

e NT [1℄, 
ujos esquemas numéri
os de dis
retização se en
ontram no apêndi
e. Os pro-

gramas e 
ódigos para os métodos de diferenças �nitas utilizados não formam parte deste

trabalho sendo 
edidos gentilmente para a realização do mesmo.

Finalmente 
omparamos os resultados obtidos pelo método assintóti
o de Maslov de-

senvolvido neste trabalho 
om os resultados que se obtem ao 
onsiderar uma aproximação

polinomial do �uxo de B-L feita antes da apli
ação do método assintóti
o (ver [5℄).

5.1 Comparação 
om Métodos de Diferenças Finitas

Nesta seção serão apresentados em 
ada exemplo os grá�
os da 
ondição ini
ial, da so-

lução numéri
a 3D, da trajetória da singularidade e de profundidade obtidos pelo método

assintóti
o. Posteriormente apresentaremos o grá�
o que 
ompara os per�s de singulari-

dade para duas iterações temporais diferentes diferentes obtidas 
om o método assintóti
o

de Maslov desenvolvido neste trabalho e 
om métodos 
lássi
os de diferenças �nitas - Lax-

Wendro�, Godunov e NT.

Exemplo 1

Neste primeiro exemplo será apli
ado o método assintóti
o desenvolvido para o �uxo

de B-L 
om a 
ondição ini
ial 
lássi
a de Riemann dada por

u(0, x) =

{

0.5 se x < 0

0 se x ≥ 0
(5.1)

O programa realizou 77 iterações temporais.
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−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
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x

u(
0,

x)

Figura 5.1: Grá�
o da 
ondição ini
ial do problema de Riemann.

A �gura 5.1 apresenta o grá�
o da 
ondição ini
ial do problema.

Figura 5.2: Solução numéri
a em 3D do método assintóti
o para o problema de Riemann.

A �gura 5.2 apresenta o grá�
o da solução numéri
a em 3D obtida através do método

assintóti
o. Nota-se que o tamanho do salto é mantido 
onstante ao longo da des
ontinui-

dade. Neste 
aso pode-se dizer que a solução é interpolante: 
oin
ide na malha numéri
a


om a solução exata do problema.
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Figura 5.3: Trajetória da singularidade

para o problema de Riemann.

Figura 5.4: Grá�
o de profundidade para o

problema de Riemann.

A �gura 5.3 apresenta o grá�
o da trajetória da singularidade que é uma linha reta,


omo esperado, por se tratar do problema de Riemann. Já a �gura 5.4 apresenta o grá�
o

em profundidade para o problema 
lássi
o de Riemann que 
on�rma que a altura da

solução é, de fato, 
onstante.
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Figura 5.5: Per�s de onda para o problema

de Riemann: iteração temporal 48.
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Figura 5.6: Per�s de onda para o problema

de Riemann: iteração temporal 67.

Nas �guras 5.5 e 5.6 é feita uma 
omparação entre os per�s de onda obtidos através do

método assintóti
o para o �uxo de B-L e os per�s obtidos 
om os métodos de diferenças

�nitas para duas iterações temporais: a primeira próxima ao meio da simulação, iteração

46, e a segunda mais ao �nal, iteração 67.

Observação 5.1: Para esta 
ondição ini
ial a solução do tipo 
hoque para as iterações

apresentadas é entrópi
a e o método que melhor a 
apta a onda de 
hoque durante sua

propagação no tempo é o método assintóti
o de B-L.



5.1 Comparação 
om Métodos de Diferenças Finitas 56

Exemplo 2

Considere-se a 
ondição ini
ial

u(0, x) =

{

0.5 + 1
100

x+ 1
200

x2
se x < 0

0 + 1
100

x+ 1
200

x2
se x ≥ 0

(5.2)

O programa realizou 77 iterações temporais.
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Figura 5.7: Grá�
o da 
ondição ini
ial do PRG - perturbação de ordem 10−2
.

A �gura 5.7 apresenta o grá�
o da 
ondição ini
ial do problema. Pode-se 
onsiderar

esta 
ondição ini
ial 
omo a mesma do exemplo anterior, 
om uma pequena perturbação

da ordem 10−2
nos dados do exemplo 1, 
onstituindo um PRG

2

.

2

Problema de Riemann Generalizado.
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Figura 5.8: Solução numéri
a em 3D do método assintóti
o para o PRG - perturbação de

ordem 10−2
.

A �gura 5.8 apresenta o grá�
o da solução numéri
a em 3D, da solução do PRG

apresentado. Nota-se que o tamanho do salto é aproximadamente 
onstante ao longo da

des
ontinuidade.
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Figura 5.9: Trajetória da singularidade

para o PRG - perturbação de ordem 10−2.
Figura 5.10: Grá�
o de profundidade para

o PRG - perturbação de ordem 10−2
.

A �gura 5.9 mostra o grá�
o da trajetória do 
hoque 
onforme o tempo evolui. Nesse


aso, a trajetória da singularidade é aproximadamente uma linha reta, por se tratar de

um PRG. Pode-se observar através do grá�
o em profundidade na �gura 5.10 que a altura

da des
ontinuidade é aproximadamente 
onstante.
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Figura 5.11: Per�s de onda para o PRG -

perturbação de ordem 10−2
: iteração tem-

poral 48.
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Figura 5.12: Per�s de onda para o PRG -

perturbação de ordem 10−2
: iteração tem-

poral 67.

As soluções singulares do tipo onda de 
hoque possuem a propriedade de serem es-

truturalmente estáveis [5℄: após uma pequena perturbação nos dados ini
iais a solução do

problema apresenta apenas uma pequena variação. Isso de fato o
orre no exemplo a
ima

sendo a variação quase imper
eptível.

Observação 5.2: Observa-se que o 
omportamento dos per�s permane
em 
om os mes-

mos aspe
tos do exemplo anterior. No 
aso, o método assintóti
o é o que melhor 
apta o


hoque.

Exemplo 3

Seja a 
ondição ini
ial

u(0, x) =











0.5 +
1

10
x+

1

20
x2

se x < 0

0 +
1

10
x+

1

20
x2

se x ≥ 0
(5.3)

O programa realizou 77 iterações temporais.
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Figura 5.13: Grá�
o da 
ondição ini
ial do PRG - perturbação de ordem 10−1
.

Nesse 
aso, as 
ondições ini
iais são formadas por funções polinomiais de segundo

grau e podem ser 
onsideradas 
omo uma variação da ordem 10−1
dos dados do exemplo

1, tratando-se novamente de um PRG. A seguir serão apresentados os resultados obtidos

através de �guras dispostas na mesma ordem do exemplo anterior.

Figura 5.14: Solução numéri
a em 3D do método assintóti
o para o PRG - perturbação

de ordem 10−1
.

Na �gura 5.14 podemos observar que, 
onforme o tempo evolui, o salto ainda pode

ser 
onsiderado aproximadamente 
onstante devido ao fato da variação no tamanho do



5.1 Comparação 
om Métodos de Diferenças Finitas 60

salto ser quase imper
eptível, o
orrendo bem ao �nal da simulação numéri
a.
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Figura 5.15: Trajetória da singularidade

para o PRG - perturbação de ordem 10−1.
Figura 5.16: Grá�
o de profundidade para

o PRG - perturbação de ordem 10−1
.

Pode-se observar através da �gura 5.15 que a trajetória da singularidade é aproxi-

madamente uma linha reta, e observando a �gura 5.16 vemos que o tamanho do salto é

aproximadamente 
onstante, de modo que os resultados se aproximam dos obtidos ante-

riormente.
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Figura 5.17: Per�s de onda para o PRG -

perturbação de ordem 10−1
: iteração tem-

poral 48.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Análise Comparativa dos Dados

u

x

 

 
Godunov
Lax−Wendroff
NT
Metodo Assintótico

Figura 5.18: Per�s de onda para o PRG -

perturbação de ordem 10−1
: iteração tem-

poral 67.

Observação 5.3: Também neste exemplo podemos observar que a solução aproximada é

do tipo 
hoque, 
om base nos resultados obtidos anteriormente, sendo o método assintóti
o

o método que melhor 
apta o 
hoque.
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Exemplo 4

Considere agora a seguinte 
ondição ini
ial:

u(0, x) =

{

0.3− 1
8
x+ 1

30
x2

se x < 0

0 + 1
5
x se x ≥ 0

(5.4)

Foram realizadas 77 iterações temporais.
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Figura 5.19: Grá�
o da 
ondição ini
ial para o PRG - reta e parábola.

Nesse 
aso temos um PRG onde as 
ondições ini
iais são formadas por funções poli-

nomiais de primeiro e segundo grau (reta e parábola).

Figura 5.20: Solução numéri
a em 3D do

método assintóti
o para o PRG - reta e pa-

rábola.

Figura 5.21: Solução numéri
a em 3D do

método assintóti
o para o PRG - reta e pa-

rábola: rotação.

Pode-se observar na �gura 5.20 que o salto aumenta de tamanho 
onforme o tempo
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evolui. Na �gura 5.21 pode-se observar que esse aumento de salto o
orre próximo à

singularidade.
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Figura 5.22: Trajetória da singularidade

para o PRG - reta e parábola.

Figura 5.23: Grá�
o em profundidade para

o PRG - reta e parábola.

Pode-se observar através da �gura 5.22 que a trajetória da singularidade apresenta

um 
omportamento 
urvilíneo, aproximadamente parabóli
o. No grá�
o em profundidade

apresentado na �gura 5.23 pode-se observar que existem variações 
res
entes para a altura

da des
ontinuidade.
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Figura 5.24: Per�s de Onda para o PRG -

reta e parábola: iteração temporal 46.
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Figura 5.25: Per�s de Onda para o PRG -

reta e parábola: iteração temporal 69.

Na �gura 5.24 vemos que o método assintóti
o é o método que melhor 
apta o 
hoque,

no período que ele existe. No entanto, ao observar-se a �gura 5.25 a solução pare
e deixar

de ser um 
hoque puro, 
onforme observamos o ex
esso difusão próximo à des
ontinuidade

que o
orre no método Godunov.

Observação 5.4: Para o tempos pequenos (próximo de 46 iterações), o método as-

sintóti
o é o método que melhor 
apta o 
hoque. Para tempos maiores (próximo de 69
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iterações), no entanto, o método não 
apta bem a solução que pare
e deixar de ser do

tipo 
hoque puro. Podemos fazer essa hipótese baseados no Teorema da Fundamentação

Teóri
a pois, se a solução fosse de fato um 
hoque puro, os 
oe�
ientes da expansão as-

sintóti
a 
aptariam esse 
hoque 
orretamente. No entanto, observando o 
omportamento

da solução obtida 
om o método Godunov (que é o método de diferenças menos difusivo

utilizado neste trabalho), vemos que o
orre um ex
esso de difusão no per�l de onda, que

pode expli
ar a presença de rarefação adja
ente ao 
hoque na solução.

Portanto, num PRG as soluções são mais gerais podendo o
orrer:

• 
hoque apenas por um breve tempo;

• 
hoque 
om outras esturas singulares adja
entes;

• soluções 
ompostas por outras estruturas adi
ionais.

Exemplo 5

Considere-se agora a seguinte 
ondição ini
ial:

u(0, x) =

{

0− 5x+ 2x2
se x < 0

0.6 + 1
3
x+ 1

10
x2

se x ≥ 0
(5.5)

Foram realizadas 113 iterações temporais.

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Condição Inicial

x

u(
0,

x)

Figura 5.26: Grá�
o da 
ondição ini
ial para o PRG - parábolas.

Os resultados serão mostrados seguindo a mesma ordem dos exemplos anteriores.
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Figura 5.27: Solução numéri
a em 3D do método assintóti
o para o PRG - parábolas.
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Figura 5.28: Grá�
o da trajetória da sin-

gularidade para o PRG - parábolas.

Figura 5.29: Grá�
o de profundidade para

o PRG - parábolas.

Pode-se per
eber pela �gura 5.28 que a trajetória da singularidade é formada por uma


urva des
onhe
ida. Observa-se através da �gura 5.29 que existem variações na altura da

des
ontinuidade que o
orrem próximo e longe da singularidade.
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Figura 5.30: Grá�
o dos per�s de onda

para o PRG - parábolas: iteração temporal

33.
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Figura 5.31: Grá�
o dos per�s de onda

para o PRG - parábolas: iteração temporal

67.

Observação 5.5: Neste exemplo pode-se observar que a solução é do tipo 
hoque (mas

não podemos a�rmar que seja do tipo 
hoque puro) apenas ini
ialmente (por volta de 33

iterações temporais) 
omo vemos na �gura 5.30. No entanto a solução deixa de ser 
la-

ramente do tipo 
hoque 
onforme o tempo evolui (por volta de 67 iterações temporais).

Isso pode ser observado devido a suavização das ondas obtidas 
om os métodos de dife-

renças �nitas, que deixam de ter uma des
ontinuidade. No entanto, dada a natureza do

método assintóti
o, ele força a existên
ia de uma solução do tipo 
hoque devido a sua

implementação feita para a 
aptação espe
í�
a para este tipo de solução.

5.2 Comparação 
om o Fluxo Aproximado por Série de

Ma
laurin

A seguir, serão feitas 
omparações entre o método assintóti
o 
om o �uxo de B-L

(equação (2.26)) e 
om o mesmo método 
om �uxo aproximado por série de Ma
laurin, a

saber:

f(u) = 2u+ 6u2
(5.6)

de grau 2 (N=2),

f(u) = 2u+ 6u2 + 8u3 − 24u5 − 56u6
(5.7)

de grau 6 (N=6) e
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f(u) = 2u+ 6u2 + 8u3 − 24u5 − 56u6 − 64u7 + 160u9 + 352u10 + 384u11
(5.8)

de grau 11 (N=11).

Detalhes sobre a programação do método 
om o �uxo aproximado podem ser vistos

em [5℄.

Exemplo 6

A seguir será feita novamente uma simulação 
om 
ondição ini
ial de Riemann 
lássi
a

dada por

u(0, x) =

{

0.3 se x < 0

0 se x ≥ 0
(5.9)

Foram realizadas 105 iterações temporais.
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Figura 5.32: Grá�
o da 
ondição ini
ial para o problema de Riemann - aproximação

polinomial.
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Figura 5.33: Grá�
o da 
omparação entre

as trajetórias da singularidade para o pro-

blema de Riemann, N=2.
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Figura 5.34: Grá�
o da 
omparação entre

as trajetórias da singularidade para o pro-

blema de Riemann, N=6.

Conforme aumentou-se o grau de aproximação do polin�mio, o resultado 
om o �uxo

aproximado foi melhor. A es
olha do grau de aproximação foi feita por meio de tentativas,

variando o grau nas ordens 2 a 9, para este exemplo.
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Figura 5.35: Grá�
o dos per�s de onda

para o problema de Riemann - N=2: ite-

ração temporal 78.
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Figura 5.36: Grá�
o dos per�s de onda

para o problema de Riemann - N=6: ite-

ração temporal 78.

Observação 5.6: Observa-se que os dois métodos assintóti
os 
aptam melhor o 
hoque

e possuem uma ex
elente aproximação um do outro (vemos na �gura 5.36 que os per�s de

onda dos métodos assintóti
os apare
em sobrepostos) . Os resultados obtidos 
omprovam

a e�
iên
ia dos métodos assintóti
os que possuem o resultado esperado 
onforme [5℄. O

método assintóti
o 
om aproximação em série de Ma
laurin pode ser apli
ado desde que

a função de �uxo seja suave, podendo, portanto, ser adaptado para funções 
ompostas por

outros �uxos 
om maior fa
ilidade.
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Exemplo 7

Considere agora a seguinte 
ondição ini
ial:

u(0, x) =

{

0.3− 1
8
x+ 1

30
x2

se x < 0

0 + 1
5
x se x ≥ 0

(5.10)

Foram realizadas 105 iterações temporais.
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Figura 5.37: Grá�
o da 
ondição ini
ial para o PRG - aproximação polinomial.
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Figura 5.38: Comparação das trajetórias

PRG - aproximação polinomial, N=6.
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Figura 5.39: Comparação das trajetórias

PRG - aproximação polinomial, N=11.
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Figura 5.40: Grá�
o dos per�s de onda

para o PRG - N=6: iteração temporal 78.
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Figura 5.41: Grá�
o dos per�s de onda

para o PRG - N=11: iteração temporal 78.

Observação 5.7: Observa-se que mesmo para uma aproximação ainda maior para o

�uxo em série de Ma
laurin, os resultados do método assintóti
o 
om o �uxo aproximado

não foram 
oin
identes ao resultado do mesmo método 
om o �uxo em sua forma normal.

Isso indi
a que, para alguns 
asos, o método assintóti
o que usa o �uxo aproximado pode

não fun
ionar 
orretamente, ne
essitando ordens muito grandes de aproximação.
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5.3 Análise de Complexidade

De a
ordo 
om [19℄, a 
omplexidade de um algoritmo 
onsiste na quantidade de tra-

balho ne
essário para a sua exe
ução que varia de a
ordo 
om o algoritmo e o volume de

dados envolvidos. Nesta seção será apli
ada a 
omplexidade temporal de pior 
aso O(n)

para os exemplos 1, 2, 3 e 4 
om o domínio sendo dis
retizado por 100, 200, 300, 400

e 500 pontos, analisando o método Assintóti
o de Maslov para o �uxo de B-L desenvol-

vido neste trabalho, juntamente 
om os métodos de diferenças �nitas Lax-Wendro�, NT

e Godunov. Para 
ada exemplo serão apresentadas tabelas 
ontendo os polin�mios de


omplexidade de 
ada algoritmo usando a função poly�t do MATLAB

R©. Em 
ada 
aso

a seguir, o método que 
onsome menor tempo de pro
essamento possui menor valor no


oe�
iente de primeiro grau dos polin�mios de 
omplexidade apresentados nas tabelas. O

tempo de pro
essamento em 
ada 
aso é dado pelo tempo total de CPU (em segundos)

obtido à partir do momento em que se ini
ia a simulação através do 
omando 
putime

do MATLAB

R©.

Análise de Complexidade do Exemplo 1

Métodos Polin�mio de Complexidade

Assintóti
o O(n) = 0.0110n+ 1.0795
Lax-Wendro� O(n) = 0.0008n+ 0.01154

NT O(n) = 0.1595n− 4.8546
Godunov O(n) = 0.0799n− 3.2055

Tabela 5.1: Polin�mios de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o 
om �uxo de B-L, Lax-

Wendro�, NT e Godunov para o exemplo 1.
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Figura 5.42: Grá�
os de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o, Lax-Wendro�, NT e Go-

dunov para o exemplo 1.

Análise de Complexidade do Exemplo 2

Métodos Polin�mio de Complexidade

Assintóti
o O(n) = 0.0031n+ 1.5589
Lax-Wendro� O(n) = 0.0001n+ 0.1934

NT O(n) = 0.0912n+ 0.3558
Godunov O(n) = 0.0421n− 0.3743

Tabela 5.2: Polin�mios de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o 
om �uxo de B-L, Lax-

Wendro�, NT e Godunov para o exemplo 2.
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Figura 5.43: Grá�
os de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o, Lax-Wendro�, NT e Go-

dunov para o exemplo 2.

Análise de Complexidade do Exemplo 3

Métodos Polin�mio de Complexidade

Assintóti
o O(n) = 0.0084n+ 1.1263
Lax-Wendro� O(n) = 0.0014n+ 0.0780

NT O(n) = 0.0636n+ 1.6382
Godunov O(n) = 0.0341n+ 0.5458

Tabela 5.3: Polin�mios de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o 
om �uxo de B-L, Lax-

Wendro�, NT e Godunov para o exemplo 3.
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Figura 5.44: Grá�
os de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o, Lax-Wendro�, NT e Go-

dunov para o exemplo 3.

Análise de Complexidade do Exemplo 4

Métodos Polin�mio de Complexidade

Assintóti
o O(n) = 0.0093n+ 1.2230
Lax-Wendro� O(n) = 0.0003n+ 0.2371

NT O(n) = 0.0979n− 0.1405
Godunov O(n) = 0.0244n+ 1.5036

Tabela 5.4: Polin�mios de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o 
om �uxo de B-L, Lax-

Wendro�, NT e Godunov para o exemplo 4.
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Figura 5.45: Grá�
os de 
omplexidade dos métodos Assintóti
o, Lax-Wendro�, NT e Go-

dunov para o exemplo 4.

Observando os resultados a
ima 
on
luímos que os métodos Lax-Wendro� e Assintó-

ti
o são os que obtiveram menor valor nos 
oe�
ientes de primeiro grau sendo os métodos

que 
onsomem menor tempo de pro
essamento. No entanto, 
onforme visto na seção 5.2,

os per�s obtidos 
om o método assintóti
o não apresentam erros numéri
os de dispersão


omo os obtidos através da apli
ação do método Lax-Wendro�. Deste modo podemos


on
luir que o método Assintóti
o é o método mais e�
iente na 
aptura do 
hoque nos


asos em que ele existe.



Capítulo 6

Con
lusões

6.1 Con
lusões

Foi possível en
ontrar a 
adeia de Hugoniot-Maslov para as ondas de 
hoque 
omo

solução da equação de B-L sendo trun
ada para a obtenção do sistema de EDO's, que foi

resolvido 
omputa
ionalmente, 
onforme os primeiros objetivos propostos. Esta etapa foi


onsiderada a mais 
omplexa do desenvolvimento do trabalho, pois observou-se que erros


ometidos nos 
ál
ulos ini
iais ao se propagarem produziam uma solução 
ompletamente

diferente na apli
ação numéri
a do método.

A partir da 
omparação das soluções dos exemplos propostos entre o método assin-

tóti
o 
om os métodos 
lássi
os de diferenças �nitas (Godunov, Lax-Wendro� e NT),


on
luimos que:

• Os métodos assintóti
os, quando 
omprovada a existên
ia de solução do tipo onda de


hoque, apresentam a solução numéri
a mais próxima da solução exata em equações


onservativas [5℄. Esses métodos 
aptam as ondas de 
hoque sem que apresentem

difusão ou dispersão numéri
a [20℄. Portanto, no que diz respeito ao problema de

Riemann o método assintóti
o desenvolvido para o �uxo de B-L surge 
omo uma

alternativa aos métodos de diferenças �nitas. Isso também pode ser 
omprovado

através da análise de 
omplexidade na seção 5.3 que mostrou o baixo 
usto 
ompu-

ta
ional do método em relação ao tempo de pro
essamento. Nesse 
aso, observa-se

que para os exemplos 1, 2, 3 e 6 o método assintóti
o para o �uxo de B-L teve

um bom fun
ionamento mas, no entanto, diferentemente dos métodos de diferenças

�nitas que resolvem o problema independentemente do tipo de solução, o método
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assintóti
o bus
a 
aptar soluções espe
í�
as do tipo ondas de 
hoque.

• Porém quando se trata de um PRG, na sua forma atual, em alguns exemplos o

fun
ionamento do método assintóti
o foi razoável (exemplos 4, 5 e 7). No entanto,

esse resultado era esperado, pois o método foi desenvolvido apenas para a 
aptação

de ondas de 
hoque. Além disso, não se sabe ao 
erto que tipo de soluções poderiam

ser en
ontradas em um PRG.

Através da 
omparação das soluções dos exemplos propostos entre o método assintó-

ti
o 
om �uxos de B-L 
om o mesmo método 
om o �uxo aproximado por um polin�mio,


on
lui-se:

• Houve a validação dos resultados presentes em [5℄ para a equação de Bu
kley-

Leverett, sendo uma forma alternativa para o uso do método quando as aproxi-

mações do �uxo forem su�
ientes (exemplo 6).

• No entanto, deve ser levar em 
onta que dependendo do problema, existe a ne
essi-

dade de uma ordem grande de aproximação do �uxo (exemplo 7).

Além disso, o método pode ser utilizado 
omo ferramenta para a veri�
ação do 
om-

portamento das des
ontinuidades que o
orrem na equação de B-L, o que permite avaliar,

ainda, a existên
ia (ou não) de 
hoque num problema. O método ainda permite ter

uma ideia do 
omportamento da solução em que outras estruturas singulares adi
ionais

o
orrem.

6.2 Trabalhos Futuros

Propomos o estudo de dois tópi
os que possam dar 
ontinuidade ao trabalho de-

senvolvido. O primeiro trata-se da apli
ação do método estudado para outras equações


onservativas e para outros tipos de soluções singulares, tais 
omo ondas de rarefações e

soluções singulares do tipo vorti
ial. O segundo, seria, en
ontrar uma maneira de esten-

der a apli
ação do método quando estruturas adi
ionais apare
em na solução (
omo por

exemplo rarefações na equação de B-L).
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APÊNDICE A -- Apêndi
e

A.1 Programa Prin
ipal

A seguir serão apresentados os programas feitos na linguagem de programação do

software MATLAB

R© utilizados para en
ontrar a solução numéri
a do problemas apre-

sentados no 
apítulo 5.

1

2 
 l e a r a l l ; 
 l 
 ; 
 l o s e a l l ;

3

4 %CONDICOES INICIAIS

5

6 %mi=1.0 ; %razao ent r e as v i s 
 o s i d ad e s

7

8 u_l=0.3 ;

9 u_r=0;

10 D1u_l=−1/8;

11 D2u_l=2/30;

12 D1u_r=1/5;

13 D2u_r=0;

14

15 %yo=[X(0)=0; A0=u_l (0 ) ; A1(0 )=u ' _l (0 ) /2 A2(0 )=u ' ' _l (0 ) /2 ; B0=u_r

(0 )−u_l (0 ) ; B1=u '_r (0 )−u ' _l (0 ) ; B2=(u ' ' _r (0 )−u ' ' _l (0 ) ) / 2 ℄ ;

16

17 yo=[0 u_l D1u_l (D2u_l) /2 u_r−u_l D1u_r−D1u_l (D2u_r−D2u_l) / 2 ℄ ;

18

19 %tspan=[ to t f ℄ sao os l im i t e s de in t eg ra
ao

20
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21 tspan=[0 1 ℄ ;

22

23 %Passo i n 
 i a l

24

25 paso=odeset ( ' I n i t i a l S t e p ' , 0 .0000001) ;

26

27

28 %RESOLUCAO DO SISTEMA DE EDO' s

29

30 %y=[X' ;A' 0 ;A' 1 ;A' 2 ;B ' 0 ;B' 1 ;B ' 2 ; ℄

31

32 [ t , y℄=ode45 ( �
adeias , tspan , yo , paso ) ;

33

34 %Tra j e t o r i a do 
hoque

35

36 t ra=ze ro s ( l ength ( t ) ,1 ) ;

37 t ra=y ( : , 1 ) ;

38 f i g u r e (3 )

39 s e t (3 , 'name ' , ' t r a j e t o r i a s i n gu l a r i d ad e ' )

40 p lo t ( t , tra , ' b ' , ' l i n ew id th ' ,2 )

41 t i t l e ( ' T ra j e t o r i a da S ingu la r idade ' )

42 x l ab e l ( ' t ' )

43 y l ab e l ( ' x ' )

44 gr id on

45

46

47 x=ze ro s ( l ength ( t ) ,1 ) ;

48 x=tra ;

49

50 %Constru
ao da so lu
ao

51

52 i f x ( l ength ( t ) )~=0

53 x1=l i n s p a 
 e (0 , x ( l ength ( t ) ) , l ength ( t ) ) ;

54 e l s e

55 x1=l i n s p a 
 e (0 , t ( l ength ( t ) ) , l ength ( t ) ) ;
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56 end

57

58 xaux=l i n s p a 
 e(−x ( l ength ( t ) ) /10 ,0 , round ( l ength ( t ) /10) ) ;

59 XX=[xaux ( 1 : l ength ( xaux )−1) x1 ℄ ;

60 x1=XX;

61

62 u=ze ro s ( l ength ( t ) , l ength ( t ) ) ;

63

64 f o r i =1: l ength ( t )

65 f o r j =1: l ength ( x1 )

66 p=x1 ( j )−x( i ) ;

67 
=p^2;

68 i f x1 ( j )>x ( i )

69 u( i , j )=y ( i , 2 )+y ( i , 3 ) ∗p+y( i , 4 ) ∗
+y ( i , 5 )+y ( i , 6 ) ∗p+y( i

, 7 ) ∗
 ;

70 e l s e

71 u( i , j )=y ( i , 2 )+y ( i , 3 ) ∗p+y( i , 4 ) ∗
 ;

72 end

73 end

74 end

75

76 f i g u r e (2 )

77 s e t (2 , 'name ' , ' Gra f i 
o 3D da Solu
ao ' )

78 mesh (x1 , t , u)

79 t i t l e ( ' Solu
ao ' )

80 shading i n t e rp ;

81 
olormap ;

82 x l ab e l ( ' x ' )

83 y l ab e l ( ' t ' )

84 z l a b e l ( ' u ' )

85

86 f i g u r e (4 )

87 s e t (4 , 'name ' , ' Gra f i 
o de Profundidade ' )

88 p
o lo r ( x1 , t , u)

89 t i t l e ( ' Gra f i 
o de Profundidade ' )
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90 shading i n t e rp ;

91 
olormap ;

92 x l ab e l ( ' x ' )

93 y l ab e l ( ' t ' )

94 z l a b e l ( ' u ' )

95

96 [m, n℄= s i z e (u ) ;

97

98 m

99

100 % Anal i s e Comparativa dos P e r f i s de Onda

101

102 [ x_2 , u_2℄= laxwendro f f ( t ( f l o o r (3∗m/10) ) ) ;

103 [ x_4 , u_4℄=nt ( t ( f l o o r (3∗m/10) ) ) ;

104 [ x_5 , u_5℄=metgodunov( t ( f l o o r (3∗m/10) ) ) ;

105

106 f i g u r e (5 )

107 s e t (5 , 'name ' , ' Compara
ao dos P e r f i s de Onda ' )

108 p lo t (x_5 ,u_5 , ' r−p ' ,x_2 , u_2 , 'm−o ' ,x_4 , u_4 , ' g−d ' , x1 , u ( f l o o r (3∗m

/10) , : ) , 'b−s ' , ' l i n ew id th ' ,2 )

109 ax i s ( [ −0.15 1 . 2 0 1 . 8 ℄ ) ;

110 hold on

111 t i t l e ( ' Ana l i s e Comparativa dos Dados ' )

112 y l ab e l ( ' u ' )

113 x l ab e l ( ' x ' )

114 l egend ( 'Godunov ' , ' Lax−Wendroff ' , 'NT' , 'Metodo As s i n t o t i 
 o ' )

115

116 f l o o r (3∗m/10)

117

118 [ x_2 ,u_2℄= laxwendro f f ( t ( f l o o r (6∗m/10) ) ) ;

119 [ x_4 ,u_4℄=nt ( t ( f l o o r (6∗m/10) ) ) ;

120 [ x_5 ,u_5℄=metgodunov( t ( f l o o r (6∗m/10) ) ) ;

121

122 f i g u r e (6 )

123 s e t (6 , 'name ' , ' Compara
ao dos P e r f i s − 2 ' )
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124 p lo t (x_5 ,u_5 , ' r−p ' ,x_2 , u_2 , 'm−o ' ,x_4 , u_4 , ' g−d ' , x1 , u ( f l o o r (6∗m

/10) , : ) , 'b−s ' , ' l i n ew id th ' ,2 )

125 ax i s ( [ −0.15 1 . 2 0 1 . 8 ℄ ) ;

126 hold on

127 t i t l e ( ' Ana l i s e Comparativa dos Dados ' )

128 y l ab e l ( ' u ' )

129 x l ab e l ( ' x ' )

130 l egend ( 'Godunov ' , ' Lax−Wendroff ' , 'NT' , 'Metodo As s i n t o t i 
 o ' )

131

132 f l o o r (6∗m/10)

133

134 [ x_2 ,u_2℄= laxwendro f f ( t ( f l o o r (9∗m/10) ) ) ;

135 [ x_4 ,u_4℄=nt ( t ( f l o o r (9∗m/10) ) ) ;

136 [ x_5 ,u_5℄=metgodunov( t ( f l o o r (9∗m/10) ) ) ;

137

138 f i g u r e (7 )

139 s e t (7 , 'name ' , ' Compara
ao dos P e r f i s − Mais I t e r a 
 o e s ' )

140 p lo t (x_5 ,u_5 , ' r−p ' ,x_2 , u_2 , 'm−o ' ,x_4 , u_4 , ' g−d ' , x1 , u ( f l o o r (9∗m

/10) , : ) , 'b−s ' , ' l i n ew id th ' ,2 )

141 ax i s ( [ −0.15 1 . 2 0 1 . 8 ℄ ) ;

142 hold on

143 t i t l e ( ' Ana l i s e Comparativa dos Dados ' )

144 y l ab e l ( ' u ' )

145 x l ab e l ( ' x ' )

146 l egend ( 'Godunov ' , ' Lax−Wendroff ' , 'NT' , 'Metodo As s i n t o t i 
 o ' )

147

148 f l o o r (9∗m/10)
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A.2 Cadeia Trun
ada

1 f un
 t i on F=
ade ia s ( t , y )

2

3

4 mi=1.0 ;

5

6 %X'

7 a=(y (2 ) ^2)+2∗y (2 ) ∗y (5 )+(y (5 ) ^2) ;

8

9 b=y (5 ) ∗(mi−2∗mi∗(y (2 )+y (5 ) )+(2+2∗mi) ∗y (2 ) ∗y (5 )+(1+mi) ∗(y (2 )^2+y

(5 ) ^2) ) ;

10

11 
=(y (2 ) ^2) ;

12

13 d=y (5 ) ∗(mi−2∗mi∗y (2 )+(1+mi) ∗( y (2 ) ^2) ) ;

14

15 %

16 F(1)=(a/b)−(
/d) ;

17

18

19

20 %A0'

21 e=2∗mi∗y (2 ) ∗y (3 )−2∗mi∗(y (2 ) ^2)∗y (3 ) ;

22

23 f=(mi^2)−4∗(mi^2)∗y (2 ) +(6∗(mi^2)+2∗mi) ∗(y (2 ) ^2) + . . .

24 −(4∗(mi^2)+4∗mi) ∗(y (2 ) ^3)+((mi^2)+2∗mi+1)∗(y (2 ) ^4) ;

25

26 %

27 F(2)=y (3 ) ∗ ( ( a/b)−(
/d) )−(e/ f ) ;

28

29 %A1'

30 g=2∗mi∗ ( ( y (3 ) ^2)+2∗y (2 ) ∗y (4 ) )−2∗mi∗(2∗y (2 ) ∗(y (3 ) ^2)+2∗(y (2 ) ^2)∗y

(4 ) ) ;

31

32 h=−4∗(mi^2)∗y (3 ) +(12∗(mi^2)+4∗mi) ∗y (2 ) ∗y (3 )−(4∗(mi^2)+4∗mi) ∗3∗(y
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(2 ) ^2)∗y (3 ) + . . .

33 +((mi^2)+2∗mi+1)∗4∗(y (2 ) ^3)∗y (3 ) ;

34

35 %

36 F(3)=2∗y (4 ) ∗ ( ( a/b)−(
/d) )+(e∗h−g∗ f ) /( f ^2) ;

37

38

39

40

41 %A2'

42 k=2∗mi∗3∗y (3 ) ∗y (4 )−2∗mi∗(6∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (4 )+(y (3 ) ^3) ) ;

43

44 l=−4∗(mi^2)∗y (4 ) +(6∗(mi^2)+2∗mi) ∗(2∗y (2 ) ∗y (4 )+(y (3 ) ^2) ) + . . .

45 −(4∗(mi^2)+4∗mi) ∗(3∗( y (2 ) ^2)∗y (4 )+3∗y (2 ) ∗(y (3 ) ^2) ) + . . .

46 +((mi^2)+2∗mi+1) ∗(4∗( y (2 ) ^3)∗y (4 ) +6∗((y (2 ) ^2) ∗(y (3 ) ^2) ) ) ;

47

48 %

49 F(4)=(e∗ f ∗ l−e ∗(h^2)+g∗ f ∗h−k∗( f ^2) ) /( f ^3) ;

50

51 %

52 %

53 %B' s

54

55 m=(mi^2)−4∗(mi^2) ∗(y (2 )+y (5 ) )+(2∗mi+6∗(mi^2) ) ∗ ( ( y (2 ) ^2)+(y (5 ) ^2)

) + . . .

56 −(4∗mi+4∗(mi^2) ) ∗ ( ( y (2 ) ^3)+(y (5 ) ^3) )+((mi)^2+2∗mi+1) ∗ ( ( y (2 )

^4)+(y (5 ) ^4) ) + . . .

57 +(4∗mi+12∗(mi^2) ) ∗y (2 ) ∗y (5 )−(12∗mi+12∗(mi^2) ) ∗ ( ( y (2 ) ^2)∗y (5 )

+y (2 ) ∗(y (5 ) ^2) ) + . . .

58 +(4+8∗mi+4∗(mi^2) ) ∗ ( ( y (2 ) ^3)∗y (5 )+y (2 ) ∗(y (5 ) ^3) ) + . . .

59 +(6+12∗mi+6∗(mi^2) ) ∗( y (2 ) ^2) ∗(y (5 ) ^2) ;

60

61 s=(mi^2)−4∗(mi^2)∗y (2 )+(2∗mi+6∗(mi^2) ) ∗(y (2 ) ^2) + . . .

62 −(4∗mi+4∗(mi^2) ) ∗(y (2 ) ^3)+(1+2∗mi+(mi^2) ) ∗(y (2 ) ^4) ;

63
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64 p=2∗mi∗(y (2 ) ∗y (3 )+y (2 ) ∗y (6 )+y (5 ) ∗y (3 )+y (5 ) ∗y (6 ) ) + . . .

65 −2∗mi∗ ( ( y (2 ) ^2)∗y (3 )+(y (5 ) ^2)∗y (3 )+(y (2 ) ^2)∗y (6 )+(y (5 ) ^2)∗y

(6 ) ) + . . .

66 −4∗mi∗(y (2 ) ∗y (5 ) ∗y (3 )+y (2 ) ∗y (5 ) ∗y (6 ) ) ;

67

68 v=2∗mi∗(y (2 ) ^2)∗y (3 )−2∗mi∗y (2 ) ∗y (3 ) ;

69

70 %

71 %B0 '

72

73 F(5)=y (6 ) ∗ ( ( a/b)−(
/d) )−(p/m)−(v/ s ) ;

74

75

76

77 n=−4∗(mi^2) ∗(y (3 )+y (6 ) )+(2∗mi+6∗(mi^2) ) ∗(2∗y (2 ) ∗y (3 )+2∗y (5 ) ∗y (6 )

) + . . .

78 −(4∗mi+4∗(mi^2) ) ∗(3∗( y (2 ) ^2)∗y (3 )+3∗(y (5 ) ^2)∗y (6 ) ) + . . .

79 +((mi)^2+2∗mi+1) ∗(4∗( y (2 ) ^3)∗y (3 )+4∗(y (5 ) ^3)∗y (6 ) ) + . . .

80 +(4∗mi+12∗(mi^2) ) ∗( y (3 ) ∗y (5 )+y (2 ) ∗y (6 ) ) + . . .

81 −(12∗mi+12∗(mi^2) ) ∗(2∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (5 )+(y (2 ) ^2)∗y (6 )+2∗y (5 ) ∗y (6 )

∗y (2 )+(y (5 ) ^2)∗y (3 ) ) + . . .

82 +(4+8∗mi+4∗(mi^2) ) ∗(3∗( y (2 ) ^2)∗y (3 ) ∗y (5 )+(y (2 ) ^3)∗y (6 )+3∗(y (5 )

^2)∗y (6 ) ∗y (2 )+(y (5 ) ^3)∗y (3 ) ) + . . .

83 +(6+12∗mi+6∗(mi^2) ) ∗(2∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗(y (5 ) ^2)+2∗y (5 ) ∗y (6 ) ∗(y (2 ) ^2)

) ;

84

85 t=−4∗(mi^2)∗y (3 )+(2∗mi+6∗(mi^2) ) ∗2∗y (2 ) ∗y (3 ) + . . .

86 −(4∗mi+4∗(mi^2) ) ∗3∗(y (2 ) ^2)∗y (3 )+((1+mi) ^2) ∗4∗(y (2 ) ^3)∗y (3 ) ;

87

88 q=2∗mi∗ ( ( y (3 ) ^2)+2∗y (2 ) ∗y (4 )+y (3 ) ∗y (6 )+2∗y (2 ) ∗y (7 )+y (6 ) ∗y (3 )+2∗y

(5 ) ∗y (4 )+(y (6 ) ^2)+2∗y (5 ) ∗y (7 ) ) + . . .

89 −2∗mi∗(2∗y (2 ) ∗(y (3 ) ^2)+2∗(y (2 ) ^2)∗y (4 )+2∗y (5 ) ∗y (6 ) ∗y (3 )+2∗(y

(5 ) ^2)∗y (4 )+2∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (6 )+2∗(y (2 ) ^2)∗y (7 )+2∗y (5 ) ∗( y (6 )

^2)+2∗(y (5 ) ^2)∗y (7 ) ) + . . .

90 −4∗mi∗ ( ( y (3 ) ^2)∗y (5 )+y (2 ) ∗y (6 ) ∗y (3 )+2∗y (2 ) ∗y (5 ) ∗y (4 )+y (3 ) ∗y
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(5 ) ∗y (6 )+y (2 ) ∗(y (6 ) ^2)+2∗y (2 ) ∗y (5 ) ∗y (7 ) ) ;

91

92 x=2∗mi∗(2∗y (2 ) ∗(y (3 ) ^2)+2∗((y (2 ) ^2)∗y (4 ) ) )−2∗mi∗ ( ( y (3 ) ^2)+2∗y (2 )

∗y (4 ) ) ;

93

94 %B1 '

95

96 F(6)=2∗y (7 ) ∗ ( ( a/b)−(
/d) )+((p∗n−q∗m) /(m^2) )+((v∗t−x∗ s ) /( s ^2) ) ;

97

98

99

100 o=−4∗(mi^2) ∗(y (4 )+y (7 ) )+(2∗mi+6∗(mi^2) ) ∗(2∗y (2 ) ∗y (4 )+2∗y (5 ) ∗y (7 )

+(y (3 ) ^2)+(y (6 ) ^2) ) + . . .

101 −(4∗mi+4∗(mi^2) ) ∗(3∗( y (2 ) ^2)∗y (4 )+3∗(y (3 ) ^2)∗y (2 )+3∗(y (5 ) ^2)∗

y (7 )+3∗(y (6 ) ^2)∗y (5 ) ) + . . .

102 +((mi)^2+2∗mi+1) ∗(4∗( y (2 ) ^3)∗y (4 )+6∗(y (2 ) ^2) ∗(y (3 ) ^2)+4∗(y (5 )

^3)∗y (7 )+6∗(y (5 ) ^2) ∗(y (6 ) ^2) ) + . . .

103 +(4∗mi+12∗(mi^2) ) ∗(y (4 ) ∗y (5 )+y (3 ) ∗y (6 )+y (2 ) ∗y (7 ) ) + . . .

104 −(12∗mi+12∗(mi^2) ) ∗(2∗y (2 ) ∗y (4 ) ∗y (5 )+(y (3 ) ^2)∗y (5 )+y (4 ) ∗( y (5 )

^2)+2∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (6 )+2∗y (3 ) ∗y (5 ) ∗y (6 )+(y (2 ) ^2)∗y (7 )+2∗y (2 )

∗y (5 ) ∗y (7 )+y (2 ) ∗(y (6 ) ^2) ) + . . .

105 +(4+8∗mi+4∗(mi^2) ) ∗(3∗( y (2 ) ^2)∗y (4 ) ∗y (5 )+3∗(y (3 ) ^2)∗y (2 ) ∗y (5 )

+y (4 ) ∗(y (5 ) ^3)+3∗(y (2 ) ^2)∗y (3 ) ∗y (6 )+3∗(y (5 ) ^2)∗y (6 ) ∗y (3 )+(

y (2 ) ^3)∗y (7 )+3∗(y (5 ) ^2)∗y (7 ) ∗y (2 )+3∗(y (6 ) ^2)∗y (5 ) ∗y (2 ) )

+ . . .

106 +(6+12∗mi+6∗(mi^2) ) ∗(2∗y (2 ) ∗y (4 ) ∗(y (5 ) ^2)+(y (3 ) ^2) ∗(y (5 ) ^2)

+4∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (5 ) ∗y (6 )+2∗(y (2 ) ^2)∗y (5 ) ∗y (7 )+(y (2 ) ^2) ∗(y (6 )

^2) ) ;

107

108 u=−4∗(mi^2)∗y (4 )+(2∗mi+6∗(mi^2) ) ∗(2∗y (2 ) ∗y (4 )+(y (3 ) ^2) ) + . . .

109 −(4∗mi+4∗(mi^2) ) ∗(3∗( y (2 ) ^2)∗y (4 )+3∗y (2 ) ∗(y (3 ) ^2) ) + . . .

110 +((mi)^2+2∗mi+1) ∗(4∗( y (2 ) ^3)∗y (4 )+6∗(y (2 ) ^2) ∗(y (3 ) ^2) ) ;

111

112 r=2∗mi∗(3∗y (3 ) ∗y (4 ) )+2∗mi∗(y (4 ) ∗y (6 )+2∗y (3 ) ∗y (7 ) )+2∗mi∗(y (7 ) ∗y

(3 )+2∗y (6 ) ∗y (4 ) ) + . . .
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113 +2∗mi∗(3∗y (6 ) ∗y (7 ) )−2∗mi∗(6∗y (3 ) ∗y (2 ) ∗y (4 )+(y (3 ) ^3) ) + . . .

114 −4∗mi∗(3∗y (3 ) ∗y (4 ) ∗y (5 )+y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (7 )+(y (3 ) ^2)∗y (6 )+2∗y (2 ) ∗y

(4 ) ∗y (6 ) ) + . . .

115 −2∗mi∗(2∗y (5 ) ∗y (7 ) ∗y (3 )+(y (6 ) ^2)∗y (3 )+4∗y (5 ) ∗y (6 ) ∗y (4 ) ) + . . .

116 −2∗mi∗(2∗y (2 ) ∗y (4 ) ∗y (6 )+(y (3 ) ^2)∗y (6 )+4∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (7 ) ) + . . .

117 −4∗mi∗(y (4 ) ∗y (5 ) ∗y (6 )+y (3 ) ∗( y (6 ) ^2)+3∗y (2 ) ∗y (6 ) ∗y (7 )+2∗y (3 ) ∗y

(5 ) ∗y (7 ) ) + . . .

118 −2∗mi∗(6∗y (5 ) ∗y (6 ) ∗y (7 )+(y (6 ) ^3) ) ;

119

120

121 w=2∗mi∗(6∗y (2 ) ∗y (3 ) ∗y (4 )+(y (3 ) ^3) )−2∗mi∗(3∗y (3 ) ∗y (4 ) ) ;

122

123

124

125 %B2 '

126

127 F(7)=(p∗m∗o−p∗(n^2)+q∗m∗n−r ∗(m^2) ) /(m^3)+(v∗ s ∗u−v∗( t ^2)+x∗ s∗ t−w

∗( s ^2) ) /( s ^3) ;

128

129

130

131 F=[F(1 ) ;F(2 ) ;F(3 ) ;F(4 ) ;F(5 ) ;F(6 ) ;F(7 ) ℄ ;
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A.3 Métodos Numéri
os de Diferenças Finitas

A.3.1 Dis
retização

A aproximação numéri
a da solução de uma EDP é obtida pela transformação do pro-

blema 
ontínuo num problema dis
reto �nito. Logo, o domínio deixa de ser um intervalo

e passa a ser uma região do plano ou espaço, ver [4℄.

A.3.2 Aproximação de Derivadas por Diferenças Finitas

A ideia geral do método de diferenças �nitas é a dis
retização do domínio através de

uma malha e a substituição das derivadas presentes na equação diferen
ial por aproxima-

ções envolvendo somente valores numéri
os da função [21℄.

A ferramenta matemáti
a bási
a para o 
ál
ulo de aproximações para as derivadas é a

série de Taylor que rela
iona valores da função e suas derivadas num ponto x, y(x), 
om

valores dessa mesma função numa vizinhança h de x, ou seja, y(x+h), 
onforme a equação

abaixo:

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) +
h2

2!
y′′(x) + . . .+

hn

n!
y(n)(x) +

h(n+1)

(n+ 1)!
y(n+1)(ξ), (A.1)


om x < ξ < x+ h. Na equação a
ima, a parte da equação de�nida por

h(n+1)

(n+ 1)!
y(n+1)(ξ), (A.2)

representa o erro de aproximação (ou trun
amento) da equação (A.1).

A.3.3 Fórmulas para Diferenças Finitas

A.3.3.1 Fórmula Progressiva

É obtida isolando a primeira derivada de y(x) na equação (A.1), obtendo:

y′(x) =
y(x+ h)− y(x)

h
−

h

2
y′′(ξ). (A.3)
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A.3.3.2 Fórmula Regressiva

Rela
ionando os valores da função e suas derivadas num ponto x, y(x), 
om valores

dessa mesma função numa vizinhança −h de x, ou seja, y(x − h) e isolando a primeira

derivada de y(x), obtemos:

y′(x) =
y(x− h)− y(x)

h
−

h

2
y′′(ξ). (A.4)

A.3.3.3 Fórmula Central

É obtida isolando a primeira derivada de y(x) através da soma das equações (A.3) e

(A.4):

y′(x) =
y(x+ h)− y(x− h)

2h
−

h3

3!
y′′′(ξ). (A.5)

A.3.4 Erro e Ordem de Aproximação de Uma Fórmula de Dife-

rença

Seja F (x, h) uma fórmula de diferença para aproximação da derivada de ordem q de

uma função y(x) 
om erro ε(x, h). Então:

y(q)(x) = F (x, h) + ε(x, h). (A.6)

A fórmula F (x, h) é de ordem p se ε(x, h) = hpR(x), onde R(x) não depende de h.

A.3.5 Prin
ipais Fórmulas de Diferenças para Duas Variáveis

Considerando uma malha no plano (x, t) 
omo sendo o 
onjunto de pontos (xi, tj) =

(x0 + ih, t0 + jk), onde h é o espaçamento em x e k em t, e generalizando os resultados

a
ima para uma aproximação de duas variáveis, obtemos as seguintes fórmulas para a

primeira derivada em t:

A.3.5.1 Fórmula Progressiva

ut(x, t) =
u(x, t+ k)− u(x, t)

k
−

k

2
utt(x, χ), t < χ < t + k. (A.7)
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A.3.5.2 Fórmula Regressiva

ut(x, t) =
u(x, t)− u(x, t− k)

k
+

k

2
utt(x, χ), t− k < χ < t. (A.8)

A.3.5.3 Fórmula Central

ut(x, t) =
u(x, t+ k)− u(x, t− k)

2k
−

k3

6
uttt(x, χ), t− k < χ < t+ k (A.9)

A.3.6 Métodos Numéri
os de Diferenças Finitas

A seguir serão apresentados os Métodos de Diferenças Finitas utilizados neste traba-

lho. Para mais detalhes ver [1℄.

Considerando uma malha no plano (x, t) onde a largura da malha é dada por h ≡ △x

e o passo de tempo k ≡ △t, onde a dis
retização da malha possui pontos (xj , tn) dados

por

xj = jh, j = . . . ,−1, 0, 1, 2, . . .

tn = nk, n = 0, 1, 2, . . .

Também de�ne-se

xj+1/2 = xj + h/2 = (j +
1

2
)h.

Os métodos de diferenças �nitas produzem aproximações Un
j ∈ R

m
para a solução

u(xj, tn) no 
onjunto de pontos di
retos. Cada valor pontual da solução é denotado por

un
j = u(xj , tn),

ver [1℄.
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A.3.6.1 Métodos Conservativos

Um método de diferenças �nitas para uma lei de 
onservação tem a forma

Un+1
j = Un

j −
k

h

[

F (Un
j , U

n
j+1)− F (Un

j−1, U
n
j )
]

. (A.10)

Método Lax-Wendro�.A forma 
onservativa de Lax-Wendro� é

Un+1
j = Un

j −
k

2h

(

f(Un
j+1 − f(Un

j−1)
)

+
k2

2h2
[

Aj+1/2

(

f(Un
j+1 − f(Un

j )
)

−Aj+1/2

(

f(Un
j − f(Un

j−1)
)]

,

(A.11)

onde A(u) = f ′(u) e Aj±1/2 é a matriz ja
obiana 
om valores em

1
2

(

Un
j + Un

j±1) .

Método Godunov.Tem-se

Un+1
j = Un

j −
k

h

[

F
(

Un
j , U

n
j+1

)

− F
(

Un
j−1, U

n
j

)]

, (A.12)

onde u∗n(x, tn) ≡ Un
j e o �uxo numéri
o F é dado por

F
(

Un
j , U

n
j+1

)

=
1

k

∫ tn+1

tn

f(u∗n(xj+1/2, t))dt. (A.13)

Método NT. Introduzido por Nessyahu e Tadmor, pode ser visto 
omo uma extensão

natural do método de Lax-Friederi
hs [1℄ e tem sua forma 
onservativa dada por

Un+1
j =

1

2

[

Un
j−1 + Un

j+1

]

− λ
[

F
(

Un
j , U

n
j+1

)

− F
(

Un
j−1, U

n
j

)]

, (A.14)

onde λ ≡ △t
2△x

. Para mais detalhes do método, ver [22, 23℄.


