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Resumo

Os sistemas de leis de conservacao tem uma grande importancia na modelagem de
problemas que descrevem fendmenos fisicos da natureza, dentre eles o escoamento bifasico
de fluidos. Para a modelagem deste fenomeno utiliza-se a equagao de Buckley-Leverett
(uma das possiveis equagoes) que, devido ao seu comportamento hiperbolico (quando as
forgas de capilaridade sao negligenciadas), possui solugdes conhecidas constituidas por
sequéncias de ondas de choque e ondas de rarefacao. Neste trabalho foi aplicado o mé-
todo assintotico desenvolvido por V. P. Maslov para a equacao de Buckley-Leverett num
problema de Cauchy com dados iniciais de Riemann ou Riemann Generalizado, nos quais
a existéncia de solugoes do tipo onda de choque esteja garantida. Este método parte do
pressuposto que a solucao é conhecida sendo descrita por séries de poténcias. Dentre as
diversas operacoes com séries realizadas esta o processo de divisao, tendo sido criado um
método para esse propoOsito cuja primeira aparicao se deu neste trabalho. Através da
aplicacao numérica do método de Maslov, juntamente com a teoria das fungoes genera-
lizadas de Colombeau, foram obtidas as cadeias de Hugoniot-Maslov, cujo truncamento
resulta num sistema de EDQO’s. Para distintas condicoes iniciais, verificou-se a eficiéncia
do método, comparando-o com métodos classicos de diferencas finitas, na captacao de
ondas de choque que se propagam no tempo.

Palavras-chaves: leis de conservagao, ondas de choque, problema de Riemann Gene-
ralizado, cadeia de Hugoniot-Maslov, fun¢oes generalizadas, método assintotico.



Abstract

The conservation laws systems is very important in modeling problems that describe
physical phenomena of nature, including the two-phase flow of fluids. To model this
phenomenon using the equation Buckley-Leverett (one of possible equations) which, due
to their hyperbolic behavior (when capillary forces are neglected) has known solutions
consisting of shock waves sequences and wave rarefaction. In this work we applied the
asymptotic method developed by VP Maslov for the Buckley-Leverett equation in a Cau-
chy problem with initial data or Riemann Riemann generalized, in which the existence
of shock wave type solutions is guaranteed. This method assumes that the solution is
known and described by power series. Among the various operations carried out series
is the splitting process, having created a method for this purpose whose first appearance
took place in this work. Through the application of Maslov numerical method, along with
the theory of generalized functions Colombeau, strands were obtained Hugoniot-Maslov
whose truncation results in a system of ODEs. For different initial conditions, it verified
the efficiency of the method, comparing with classical methods of finite differences in
uptake of shock waves that propagate in time.

Keywords: conservation laws, shock waves, problem Riemann generalized, chain Hugoniot-
Maslov, generalized functions, asymptotic method.
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Capitulo 1

Introducao

No presente capitulo serao apresentadas brevemente a justificativa para o desenvolvi-
mento do estudo em questao, seus objetivos e as proposicoes feitas para a realizacao do

mesmo. Além disso trataremos da organizacao do trabalho e de suas bases teoricas.

1.1 Contextualizacao

Os sistemas de Leis de Conservagao tem uma grande importancia na modelagem de
problemas que descrevem fendmenos de transporte de fluidos em meios porosos. Proble-
mas desta natureza apresentam um grande interesse tanto do ponto de vista energético,
na recuperacao avancada de petroleo, quanto ambiental, no armazenamento de gas carbo-
nico em reservatorios [2|. Como exemplo podemos citar os casos de escoamento de fluidos

em reservatorios petroliferos apos injecao de agua ou de gés carbonico.

Na modelagem deste tipo de fendémeno, do ponto de vista matematico, faz-se neces-
sario resolver um problema de Cauchy com dados iniciais constantes por partes (dados
de Riemann) para um sistema hiperbolico de equagdes em derivadas parciais de primeira
ordem, que surgem quando nao se consideram termos dissipativos parabdlicos de segunda

ordem constituindo, assim, um problema de Riemann.

O Problema de Riemann mais simples é aquele que modela a inje¢ao de um fluido (por
exemplo, 4gua) em um reservatorio que contém apenas 6leo (escoamento bifasico). Nesse
caso, o problema pode ser modelado por uma equagao escalar conservativa, conhecida

como equacao de Buckley-Leverett, que apresenta comportamento hiperbolico quando as
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forcas de capilaridade sao negligenciadas |1]. A equacdo de Buckley-Leverett é apenas
um dos possiveis modelos, sendo a equacao de Burgers outra equacao importante que
permite modelar fenomenos como os supracitados. Neste trabalho, a metodologia citada
foi desenvolvida para a equagao de Buckley-Leverett e é distinta as usadas por [1, 3] .

Exemplos para outros tipos de equagdes podem ser encontrados em |1, 4].

As solucoes de Riemann para essas equacoes sao bem conhecidas, constituindo sequén-
cias de ondas de choque (solugoes descontinuas) e ondas de rarefacao [5]. No entanto,
para um problema de Riemann, considerando apenas a conservagao, solucoes miltiplas
sao possiveis e condicoes adicionais se fazem necessarias para selecionar a solucao fisi-
camente correta. Tal condicao de unicidade é chamada condicao de entropia, palavra
utilizada porque grande parcela da teoria das leis de conservacao sao de origem da dina-
mica dos gases. Além disso, devido a propagacao de descontinuidades, em geral, nao héa
regularidade na solugao, de modo que se busca a solucao, mas dessa vez nao no sentido
classico (imposto pelas derivadas) e sim num sentido mais fraco (formulagao integral da
EDP '), sendo denominadas solugdes fracas. Devido & nao linearidade da EDP e pelo
fato das solugoes da equacgao serem descontinuas, essas ditas solugoes fracas sao também

chamadas de solugoes (fungoes) generalizadas.

Dentre as varias teorias de funcoes generalizadas utilizadas, a mais conhecida é a
teoria de distribuicao, de Schwarz, que apresenta limitacoes quando o problema a ser es-
tudado é nao linear. Outras teorias de fun¢oes generalizadas mais recentes, como a teoria
de Colombeau [6], permitem um melhor estudo no que se refere a sistemas de leis de
conservacao. Neste trabalho, serd realizado um estudo baseado nos resultados de Colom-
beau e, posteriormente, Maslov obtendo-se um método numérico assintotico para uma lei
de conservacao com fluxo de Buckley-Leverett com condigoes iniciais do tipo Riemann e

Riemann Generalizado [7].

Neste trabalho sera aplicado o método assintotico de Maslov dentro do contexto das
fungoes generalizadas de Colombeau para a obtencao da chamada cadeia de Hugoniot-
Maslov para a equacao de Buckley-Leverett. Esta cadeia, além de ter um valor teoérico
importante, nos permite, apos o truncamento e resolucao numeérica da mesma, implemen-

tar o método de Maslov como ferramenta numérica para a captura de ondas de choque

'Equacdo diferencial parcial.
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para a equacao de Buckley-Leverett.

Estudos similares ao nosso, para outras equacgoes e outros tipos de solucoes singulares

podem ser vistos em |8, 9.

1.2 Objetivos

Para um melhor desenvolvimento do trabalho, foram propostos os seguintes objetivos:

e Fazer a revisao bibliografica da Teoria das Fungoes Generalizadas de Colombeau;

e Aplicar o método assintotico para encontrar as cadeias de Hugoniot-Maslov que
constituem uma condicao necessaria para a existéncia de uma onda de choque como

solucao da equagao de Buckley-Leverett;

e Resolver numericamente o sistema de EDO’s ? obtido a partir do truncamento da
cadeia de Hugoniot-Maslov para capturar as ondas de choque no caso em que elas
existem como choque simples ou puro (solugoes do tipo choque que nao apresentam

estruturas adjacentes em sua forma);

e Utilizar o MATLAB®? com intuito de obter as solu¢oes aproximadas para a equacao
de Buckley-Leverett com condigoes iniciais do tipo Riemann e Riemann Generali-

zado;

e Comparar as solucoes obtidas através do método assintotico de Maslov com as so-

lugoes obtidas através de métodos classicos de diferencas finitas;

2Equagao diferencial ordinaria.

30 MATLAB®) ¢é uma linguagem de alto nivel e ambiente interativo usado por milhdes de engenheiros
e cientistas em todo o mundo que permite explorar e visualizar idéias e colaborar em todas as disciplinas,
incluindo processamento de sinal e imagem, comunicagoes, sistemas de controle e financas computacionais.
Fonte:http://www.mathworks.com
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e Comparar as solucoes obtidas através do método assintotico de Maslov para a equa-
cao de Buckley-Leverett com solucoes obtidas através do mesmo método utilizando

uma aproximacao polinomial prévia da funcao de fluxo.

1.3 Organizacao do Trabalho

A presente pesquisa foi dividida em 6 capitulos, de acordo com seu contetido. O
primeiro capitulo foi dedicado a especificar os objetivos e a importancia da execucao
do trabalho.

No segundo capitulo foram apresentados os conceitos basicos sobre as leis de conser-
vacao para o caso de uma equacao escalar, nocoes de curvas caracteristicas, formacao
de choques e solucao fraca, assim como foram apresentadas defini¢oes importantes
como o problema de Riemann, condigoes de entropia e as principais caracteristicas

da Equagao de Buckley-Leverett.

No capitulo 3 foram apresentados os aspectos mais importantes da Teoria das Fun-
¢oes Generalizadas, como o surgimento da teoria, no¢oes da teoria das distribuicoes e
o Teorema da Impossibilidade de Schwarz, que mostra a insuficiéncia da teoria para
alguns casos importantes. Posteriormente foram apresentadas as caracteristicas,
definicoes e as propriedades mais relevantes da Teoria das Func¢oes Generalizadas
de Colombeau, que serviram de base para a maioria dos calculos realizados neste

trabalho.

No capitulo 4 foi feita a aplicacao do método assintotico desenvolvido por Maslov
para a captura de ondas de choque no problema de Riemann ou Riemann gene-
ralizado, quando estas existem. Devido a nao linearidade da equacao de Buckley-
Leverett os calculos necessarios para a obtencao das cadeias de Hugoniot-Maslov fo-
ram realizados no contexto da teoria das funcoes generalizadas de Colombeau. Atra-
vés da aplicacao do método assintotico foi possivel encontrar a cadeia de Hugoniot-

Maslov cujo truncamento resulta num sistema fechado de EDO’s.

No capitulo 5 houve a exposicao e discussao dos resultados obtidos através de simu-

lacao numérica computacional, utilizando o método assintético proposto com o uso
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do MATLAB® em comparacao com métodos classicos de diferencas finitas (Lax-
Wendroff, NT * ¢ Godunov) e, logo ap6s, com o proprio método assintotico para o
fluxo de Buckley-Leverett desenvolvido em série de Maclaurin de segunda, sexta e
décima primeira ordem. Ja nesta unidade pode-se observar a eficiéncia do método

assintotico para o fluxo de Buckley-Leverett na captacao das ondas de choque.

O capitulo 6 dedicou-se as conclusoes do trabalho através dos resultados obtidos,
comprovando que, de fato, o método assintético para o fluxo de Buckley-Leverett
capta de forma eficiente as ondas de choque nos problemas em que elas existem.

Em seguida indicamos algumas sugestoes de trabalhos futuros.

No apéndice trouxemos os codigos principais utilizados na implementacao com-
putacional e, uma breve descricao dos métodos de diferencas finitas utilizados no

trabalho.

4Nessyahu e Tadmor.



Capitulo 2

Leis de Conservacao Escalares

Neste capitulo realizaremos uma breve introducao de alguns conceitos béasicos das
leis de conservacao para o caso escalar. Essencialmente seguiremos a mesma expo-

si¢ao feita em [1]. Comecamos pelo caso mais simples, o linear.

2.1 Equacao de Adveccao Linear

Consideremos a equacao de adveccao linear dada por

uy + au, = 0. (2.1)

Para esta equacao, o Problema de Cauchy esta definido no dominio —oo < & < 400,

t > 0 juntamente com a condicao inicial

u(0, ) = up(x). (2.2)

A solugao do PVI ! formado por (2.1)-(2.2) ¢ dada por:

u(t, x) = up(x — at), (2.3)
para todo t > 0.

Os dados iniciais sao propagados para a direita (se a > 0) ou para a esquerda (se
a < 0) com velocidade constante a. A soluc¢ao u(t,x) é constante ao longo de cada
curva caracteristica da equacao. As caracteristicas definem as dire¢oes preferenci-

ais de propagacao das condicOes iniciais para o interior do dominio e podem ser

LProblema de valor inicial.
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definidas como curvas no plano (¢,z) que satisfazem a EDO 2'(t) = a, x(0) = xy.
Para o caso da equacao de adveccao, as caracteristicas sao descritas pela equacao
x — at = xy, para cada zg, sendo retas. Aplicando a regra da cadeia e derivando a
solugao da equacao encontrada em relacao a t obtém-se que u é, de fato, constante

ao longo de cada curva caracteristica.

d 0 ,
Sl 2(t)) = Sult,2(0) + —ult,2(0)2' (1)
= U + AUy (2-4)
=0.
2.2 Caso Nao-Linear
Uma Lei de Conservacao escalar nao linear tem a forma
ue+ (f(u)z =0, (2.5)

onde f(u) é uma fungao nao linear de u, chamada fluxo da lei conservativa. O caso

~ . . . , ~ 2
nao-linear mais simples ¢ a equagao de Burger’s com f(u) = % dada por

u + uuy = 0. (2.6)

Neste caso, f é uma func¢ao convexa, ver [1]. Para um tempo pequeno, a solugao da
equagao pode ser construida ao longo das caracteristicas. Como u é constante ao
longo de cada caracteristica, a inclinagdo x'(t) = u é constante e as caracteristicas

serao, novamente, linhas retas determinadas pela condicao inicial.

Se os dados iniciais sao suaves, entao podem ser usados para determinar a solugao
u(t,x) para um tempo ¢t pequeno em que as caracteristicas nao se cruzam: para

cada (¢, x) resolvemos a equagao

v =€+ u(0,)t, (2.7)

de modo que a solucao sera dada por

u(t, z) = u(0,§). (2.8)
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2.3 Formacao de Choques

Para um tempo t grande, no entanto, a equagao (2.7) pode ndo ter uma tunica
solugao. Isso ocorre porque as caracteristicas se cruzam, como acontece se (0, x)
for negativa em algum ponto. Num tempo T}, onde as caracteristicas se cruzam,
a fun¢ao u(t,r) tem uma inclinagdo infinita, nesse caso a solu¢do “quebra” e os

choques sao formados.

2.3.1 Tempo Critico

A seguir, serd determinado o tempo de quebra da onda, também conhecido como
tempo critico. Vamos supor que resolveremos a equagao (2.6) com dados iniciais

suaves uo(z). Deste modo, a solu¢ao implicita da equagao sera dada por

u(t, z) = uo(z — ut). (2.9)

Derivando (2.9) em relacao a z, temos

uy = ug - (1 —ugt), (2.10)
portanto,
u/
Up = —2) (2.11)
1+ uyt
e tem-se que a derivada u, tende a infinito se uy = _71, de maneira que o tempo
critico serd dado por
-1
Ty = ——. (2.12)
min

Fisicamente, as solugoes das leis de conservacao genericamente podem apresentar
uma ou varias descontinuidades que aparecem na forma de ondas de choque. Para
estudar esse tipo de fenoOmeno é necessario estender o conceito de solugao a uma

forma mais geral, denominada na literatura de solucoes fracas.
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2.4 Solucoes Fracas

Devido ao fendmeno de propagacao de descontinuidades, em geral, nao ha regu-
laridade na solugao de modo que se busca a solu¢ao nao mais no sentido classico
imposto pela derivada e sim num sentido mais fraco, em forma integral, que permite

considerar solucoes descontinuas.
Considere-se a equacdo escalar conservativa em sua formulagao forte (classica):

w+ (f(u), = 0. (2.13)

Multiplicando (2.13) por ¢(¢,z) € Co'(RT x R) e integrando em seu dominio

“+o0o “+o00
/ / (Gur + 6 (f(w), )dedt = 0. (2.14)
0 —00
Integrando por partes a equagao (2.14), obtém-se

—+00

/0+oo /_JFOO (¢tu + ¢xf(u))dxdt =— $(0, )u(0, z)dz, (2.15)

—0o0

que é a formulagao fraca ou Lei de Conservacao na forma integral.

As solugoes fracas sao solugoes que podem ter uma ou varias descontinuidades (sin-
gularidades) ou podem ser continuas e apresentar descontinuidades em alguma de
suas derivadas (singularidades fracas). Solu¢oes que apresentam as caracteristicas

citadas acima sao conhecidas como solugoes singulares.

De acordo com V.P. Maslov [7], as solugbes singulares de equagoes hiperbolicas se

apresentam na forma

u(t,x) =g (S(t,x),t, x), (2.16)

onde g(7,t,x) é uma fungao escalar (ou vetorial), suave fora do ponto 7 = S(t,z) =0

e que possui uma singularidade neste ponto, e S(¢,x) é uma funcao suave.

Nas solugoes do tipo (2.16) sdo comuns as seguintes propriedades:
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1. Elas sao estruturalmente autosimilares;
2. Sao estruturalmente estéveis;

3. As solugoes podem ser descritas mediante sistemas infinitos de EDO’s.

Estes sistemas infinitos de EDQO’s sao conhecidos na literatura como cadeias de
Hugoniot-Maslov que constituem as condigoes necessarias para a existéncia das so-

lugoes singulares. Para mais detalhes ver [5].

Um tipo de problema muito estudado na teoria das leis de conservacao sao os pro-

blemas de Riemann, que veremos a seguir.

2.5 Problema de Riemann

Um problema de Riemann é constituido por uma equacgao diferencial parcial na

forma conservativa tendo como condi¢ao inicial uma funcao da forma:

, <0
(0, ) = { o . (2.17)
uy, > 0.

Para a equagao de Burger’s descrita em (2.6) com condigoes iniciais por partes, a

forma da solucao depende da relacao entre as constantes u; e u,.
Caso I. u; > u,.

Neste caso, segundo Leveque [1] existe uma tnica solugao fraca

u, T < st
ut,x) =4 (2.18)
Uy, T > St,
onde
_ ; Ur (2.19)

é a velocidade do choque, ou seja, a velocidade de propagagao da descontinuidade.

Neste caso a equagao (2.6) apresenta uma solugao do tipo choque.
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0
Figura 2.1: Linhas caracteristicas para a equagao de Burger’s - caso I: u; > u,, LeVeque[1].

Caso II. u; < u,.

Neste caso, segundo Leveque [1] existem infinitas solugbes fracas. Uma solugao

possivel é a onda de rarefacao

u, T < ut
u(t,z) = x/t, wt <z <ut (2.20)

Upy, T > U,

Figura 2.2: Linhas caracteristicas para a equagao de Burger’s - caso II: w; < u,,
LeVequel1].

Para maiores detalhes ver [1, 3.

2.5.1 Problema de Riemann Generalizado

O problema de Cauchy dado por uma equacao na forma conservativa escalar com

uma condigao inicial do tipo:
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won={ 10 25

onde u;(z) e u,.(x) sdo fungoes de classe C* tais que u;(0) # u,(0), é conhecido

como Problema de Riemann Generalizado, ver |5, 10].

Admitindo solugoes fracas, o PVI pode apresentar multiplicidade de solucoes sendo
necessarias informagoes adicionais para a escolha da solucdo mais adequada. A
melhor solugao é aquela que ¢ fisicamente correta, sendo determinada pelos critérios

de entropia de Rankine-Hugoniot e Oleinik, os quais serao apresentados a seguir.

2.6 Condicoes de Entropia

A seguir serao apresentados dois critérios de entropia comumente usados para a
escolha da solugao entropica de leis de conservacao escalares. Sera feita uma breve
exposicao sem muitos detalhes, pois para o desenvolvimento deste trabalho parti-
remos da base de existéncia da solugao entrdpica tipo choque para a aplicacao do

método assintotico.

CRITERIO wversao 1: Seja s a velocidade do choque dada pela condicio de Rankine-
Hugoniot |1, 4]. A solucdo u(t,z) é a solucdo entropica, se ao longo da descontinui-

dade vale:

f(w) > s> f'(u,). (2.22)
Se f é convexa, a condigao se reduz a u; < u,. Do contrério, se f é concava teremos

Uy > UJ.

Uma condi¢ao mais geral foi estabelecida por Oleinik, ver |1, aplicada também para

funcoes de fluxo escalares nao-convexas.

CRITERIO versdo 2: A solugio u(t, z) é a solucdo entropica se ao longo da descon-

tinuidade vale a relacao:
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fw) = fw) o ) = filw) (2.23)

para todo u entre u; e u,.

2.7 Equacao de Buckley-Leverett

A equacao de B-L ? é uma lei de conservacao nao linear que serve para modelar
o fenomeno de escoamento bifasico de fluidos imisciveis em uma dimensao espacial

em um meio poroso. Ela é dada por:

u N Of (u)

ot ox

—0, (2.24)

onde u representa a saturagdo de uma das fases, por exemplo “4gua” e f(u) é a

fungao de fluxo dada por

_ u?/a
u?/a+ (1 —u)2/b’

fw) (2.25)

sendo a e b as viscosidades para a agua e 6Oleo, respectivamente. Neste modelo a
porosidade ¢ considerada como sendo um e os efeitos de capilaridade e gravidade
sao ignorados [11, 1].

Fazendo p = ¢, que € a razao das viscosidades,temos:

2

U
= ) 2.26
Substituindo a expressao anterior na equagao (2.24), obtemos a equag¢ao:
ou 9 u —0 (2.27)
ot Ox \w2+p(l—uw?) 7 '

que juntamente com as condicoOes iniciais de Riemann ou Riemann Generalizado

formam o objeto de estudo deste trabalho [1].

2Buckley-Leverett.
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Em geral, existem muitos trabalhos dedicados ao estudo das singularidades que se
propagam no tempo, ver |5, 10, 3|, por serem de maior interesse fisico. Os trés tipos
de singularidade mais conhecidos sao os tipo vorticial, solitons infinitamente estrei-
tos e ondas de choque. Nesse trabalho, serao consideradas apenas as singularidades

do tipo ondas de choque.

Solugoes fracas no sentido (2.14)-(2.15) sdo chamadas também de solucoes genera-
lizadas. Existem varias teorias de fungoes generalizadas comumente utilizadas na
resolucao de problemas fisicos e da natureza. A mais conhecida é a teoria de distri-
buicao, de Schwarz, porém apresenta limitagoes quando o problema a ser estudado é
nao linear. Outras teorias de fungoes generalizadas mais recentes, como a teoria de
Colombeau nos permite dar um rigor matematico aos calculos feitos nesta disserta-
¢ao. No capitulo seguinte serao apresentados, brevemente, alguns conceitos basicos

das funcoes generalizadas segundo Colombeau.



Capitulo 3

Funcoes Generalizadas

Serao apresentados no presente capitulo alguns conceitos fundamentais da teoria
das funcgoes generalizadas de Colombeau. Para a apresentacao destes conceitos
seguiremos com a mesma exposicao feita em [5]. As demonstragoes dos teoremas,
e outros detalhes sobre a teoria das fungoes generalizadas, podem ser encontrados

em [5, 10, 12, 6, 13, 14].

3.1 Introducao as Funcoes Generalizadas

Seguindo [10], mostraremos como se deu o surgimento da teoria das fungoes gene-

ralizadas e apresentaremos algumas de suas principais aplicacoes.

No final dos anos 20 do século passado, comecaram a surgir no campo da Fisica
certos objetos denominados fungoes que, no entanto, nao foram reconhecidos com a
mesma denominacao pelos matematicos por nao se enquadrarem na definicao clas-
sica. Como exemplo, pode-se citar a fungao delta de Dirac [12| que, na tentativa de
se fornecer um rigor matemético ao trabalho do fisico inglés Paul Dirac, passou a

ser chamada pela comunidade matematica de fun¢ao generalizada.

Posteriormente, em 1936, os fundamentos da teoria matematica das fungoes generali-
zadas foram desenvolvidos pelo matematico russo Sergei Lvovich Sobolev [15]. Apos
a II Guerra Mundial, o matematico francés Laurent Schwartz [16] realizou uma cons-
trucao sisteméatica da teoria das fungoes generalizadas e suas aplicacoes, sendo seus
resultados encontrados na monografia de sua autoria “Theorie des Distributions”,

publicada em 1951. O conceito de Schwartz sobre funcoes generalizadas e distri-
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buicao passaram a ser usados como sinénimos, inaugurando um amplo campo de

investigagao matematica, penetrando, inclusive, campos da ciéncia em geral.

A idéia de fungao generalizada tem muito a ver com a necessidade de introduzir um
conceito de solucao mais amplo na teoria das equagoes diferenciais, denominadas
solucoes fracas ou generalizadas cuja definicao pode ser encontrada na secao 2.4 do
capitulo 2 deste trabalho. A seguir, serao apresentadas algumas defini¢oes impor-

tantes para que se possa definir o que vem a ser uma funcao generalizada.

3.2 Nocoes da Teoria das Distribuicoes

Seja €2 um conjunto aberto em R"™, denota-se por D(£2) ao espaco vetorial de todas
as fungoes (com valores escalares) de classe C*> sobre 2 e com suporte compacto. O

espaco D(Q2) é conhecido como “Espago das fungoes teste”.

Definicao 3.2.1: Pode-se definir as fung¢oes generalizadas como toda classe de fun-

cionais lineares continuos sobre o espaco das funcoes teste.

Seja T € D'(€2). Uma distribui¢ao sobre 2 ¢ um funcional linear e continuo sobre o
espaco das funcgoes teste D(Q2). A continuidade do funcional se entende no sentido
de que T(p,) — T(p) quando ¢, — ¢ em D(2). Temos ainda que se D é um
operador de derivagao parcial arbitrario e o(D) é a ordem de derivagao de D, entao
DT(p) € D'(Q2) & dada por

DT(p) = (=1)"P'T(Dg),¥p € D(Q). (3.1)

Seja a € C*(Q) e T € D'(Q), o produto a1 € D'(Q?) esta definido por

(@T)(p) = T(ap), Ve € D(Q). (3.2)

Como resultado temos que o produto de uma funcao de classe C* por uma distri-
buicao, é também uma distribuicao.
Qualquer funcao localmente integrével gera uma distribuicao, com efeito se h €

L} .(Q) (espago das fungdes localmente integraveis sobre ), pode-se definir
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Til(o) = / h(x)p(x)dz, Vo € D(). (3.3)

As distribuicoes que podem ser geradas a partir de fungoes localmente integraveis
sao denominadas regulares, enquanto as que nao podem ser representadas dessa

forma sao denominadas singulares.

Um resultado muito importante da teoria das distribuicoes e que foi demonstrado

por Schwartz é o seguinte teorema, que serd enunciado sem demonstracao.

Baseado no Teorema da Estrutura de Schwartz tem-se que qualquer distribui-
¢ao é localmente uma derivada parcial no sentido fraco de alguma func¢ao continua
[5]. Em outras palavras, VI' € D'(§2) e Vxy € Q existe uma vizinhanca aberta V,
de zp em Q, uma func¢ao h € C(V,,) e um operador D de derivagao parcial tal que
Tly,, = Dh em D'(Vy,).

Portanto, do teorema acima, pode-se afirmar que as distribuicoes constituem o me-

nor espaco no qual é permitido a diferenciacao de todas as fungoes continuas.

Uma das principais limitacoes da teoria das distribui¢coes vem do fato que se torna
impossivel definir uma multiplicacao de distribui¢oes que extenda o produto classico
de funcoes continuas e que conserve algumas boas propriedades tais como a regra
de Leibniz para a derivagao de um produto conforme demonstrado no Teorema
da Impossibilidade de Schwartz, 1954, cujo enunciado e demonstracao se en-
contram em [5|. Por este motivo, esta teoria se mostra insuficiente para enfrentar
muitos problemas fisicos importantes que sao modelados por EDP’s nao lineares

como ¢ o caso da equacao de B-L estudada neste trabalho.

Devido a nao linearidade da EDP em estudo, utilizaremos como base uma teoria
mais moderna de funcgoes generalizadas, criada por Colombeau em 1980, cujos re-

sultados mais importantes serao apresentados a seguir.
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3.3 Funcoes Generalizadas de Colombeau

Seja um conjunto aberto qualquer 2 de R™. O conjunto das fungoes generalizadas
de Colombeau sobre € (com valores reais ou complexos, inclusive vetoriais) ¢ deno-
tado por G(Q2) e é uma algebra diferencial (tem as mesmas operagoes e regras que

se utilizam na algebra diferencial C*>(€2) de todas as fung¢oes de classe C* sobre ().

Denotando o espaco vetorial de todas as distribuigdes sobre €2 por D'(2) que tem

estrutura de espaco vetorial, temos as seguintes inclusoes:

C®(Q) © D'(Q) € G(Q) (3.4)

Além disso G(2) induz sobre D'(2) as operagoes proprias de um espaco vetorial,
enquanto G(2) induz sobre C(€2) todas as operagoes, incluindo a multiplicagao. O
produto das distribui¢oes arbitrarias de D’(2) pertence a G(€2), mas em geral nao

estara em D'(Q).

A construgao da algebra diferencial de Colombeau nao contradiz o resultado da im-
possibilidade de Schwartz visto que C(£2) nao é uma subalgebra de G(£2), o resultado
determinante é que o produto das funcoes continuas arbitrarias sobre €2, considera-
das elementos de G(£2), nem sempre coincide com o produto classico. A diferenga em
G(Q) entre estes produtos é um “infinitesimal”. Esta diferenca infinitesimal pode ser
desprezada sempre que nao aparecer multiplicada por uma “quantidade infinita”.
Nos célculos onde se trabalha com funcoes continuas, e na maioria dos conceitos
classicos, estas “quantidades infinitas” nao aparecem, e entao a diferenca entre es-
tes produtos se torna insignificante. Portanto, a teoria de Colombeau é totalmente
coerente com a analise classica e a mesma foge do resultado da impossibilidade de

Schwartz.

Para construir sua algebra, Colombeau utilizou a idéia bésica de quociente de uma
certa algebra diferencial de func¢oes por um ideal na mesma algebra. Deste modo,
obteve uma algebra diferencial denotada por G(€2) na qual se podem incluir ca-
nonicamente as algebras C>*(Q2) e C(Q2), assim como o espago vetorial D'(2). A
algebra geral de Colombeau G(£2) serve de sintese para a maioria das multiplicagoes

de distribuicoes existentes e para resultados gerais relacionados com os problemas
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de existéncia e unicidade de solucoes de EDP’s. Porém, na pratica, é suficiente
utilizar uma versao simplificada desta dlgebra. A algebra simplificada das fung¢oes
generalizadas de Colombeau é denotada por G4(§2) e trata-se de uma subéalgebra de
G(Q) onde a multiplicagdo nesta algebra simplificada nao proporciona uma multi-
plicagdo canonica das distribuigdes. Embora G,(€2) nao induza uma multiplicacao
de todas as distribuigoes, contém algumas dessas multiplicagoes comuns entre H ed,

bem como suas poténcias e derivadas.

3.4 Algebra Simplificada de Colombeau G,(2)

Seja 2 um dominio em R". Considere-se o seguinte conjunto de funcoes reais

R(e,x) : (0,1) x Q — R, que sao de classe C* com respeito
E,(Q) = . (3.5)

a variavel « € Q para cada € € (0, 1)

O conjunto &(2) tem estrutura de algebra comutativa unitaria com as operagoes

usuais de adicao, multiplicacao por escalares e multiplicacao de fungoes.

Seja D qualquer operador de derivagao parcial e K um subconjunto compacto ar-

bitrario de €2 dizemos que hg p(R, ) = sup |[DR(e, z)|. Consideremos o conjunto
reK

R e &(Q): VK C Q compacto e VD, dq € N,
Em,s(2) = : (3.6)

c>0,n>0:hgp(Re)<ce™V 0<e<n
O conjunto Eyr4(€2) é uma subalgebra da algebra &£,(€2) pois além de ser um subes-
pago vetorial de £(€2), o produto de dois elementos Ry Ry ¢ um elemento de €/ 5(€2)
sempre que Ry € Eps(Q) e Ry € Eprs(2). Além disso Epr5(£2) tem estrutura de al-
gebra diferencial, pois se R € Ey5(€2), entdo DR € £y 5(€2) para qualquer operador

diferencial D.

Finalmente, seja o conjunto

R e &,(Q) : VK C 2 compacto e VD,3dg € N:Vp > g,
NS(Q):{ () D q p q}' a7

dc>0, n>0:hgp(R,e)<c1, V 0<e<n
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O espago vetorial NV;(2) é um ideal da dlgebra diferencial £y (2).

Definicao 3.3.1: A &lgebra simplificada de fungoes generalizadas é o espaco quo-

ciente

o gM,s(Q)
) (3.8)

A igualdade entre fungoes generalizadas é a identidade entre elas como elementos
de um espago vetorial quociente [12]|. Esta igualdade é o que se chama de igualdade
forte. Porém, em Gg(€2) existe uma outra relagao de equivaléncia denominada igual-
dade fraca. Trata-se de uma associagao de fungoes generalizadas, que sera definida

a seguir.

3.4.1 Associagao de Fungoes Generalizadas

Definicao 3.3.2:  Sejam G, Gy € G,(Q), diz-se que G; esta associado a Gs
(G1 = G3) se existem representantes Ry,Ry € Ey5(£2) de Gy e Go, respectivamente,

tais que

lim [ [Ri(e,x) — Ro(e,x)] p(z)dz =0, Vo e D). (3.9)

e—0 Q

A associacao de fungoes generalizadas é compativel com as operagoes de diferen-
ciacao e produto por um escalar e, além disso, é transitiva. No entanto nao é

compativel com o produto entre funcoes generalizadas, de modo que dados G1, G»
e Gs € QS(Q)

1. Se G1 =~ Gy, Gy =~ G5, entdao Gy ~ Gs;

2. seja D um operador diferencial, se G; &~ G, entao DG =~ DGy;
3. seja a € R, se G; =~ G, entao aG = aGo;

4. seja h € C*(Q), se G1 = Gy, entao hGy ~ hGy;

5. mas se GG; &~ (G9, nao implica que G3G; ~ G3G,.

Observagao 3.1: Como resultado dos dois tipos de igualdade presentes em G, temos

que se G1 = Gy = G1 = Ga, enquanto G1 pode estar associada a Go ainda que
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Gy # Go.

Consequentemente, ainda que G4(£2) nao contenha D’(2) existe uma conexao entre

este dois espacos [5].

3.4.2 Conexao entre G4(€2) e D’(Q2)

Definigao 3.4.1: Dizemos que uma fun¢ao generalizada de Colombeau G € G,(12)
admite a distribui¢ao 7" € D’(£2) como aspecto macroscopico se, e somente se,Vy €

D(Q) se cumpre

lim [ R(e,z)p(x)dr =T(p) (3.10)

e—0 Q

onde R(p,x) € Eps € um representante arbitrario de G.

Se G € G4(2) admite T' € D’'(2) como aspecto macroscopico e, além disso Gy =~ Go,
entdo a fungao generalizada Gy € G4(€2) admitira também a distribui¢ao 7' como

aspecto macroscopico.

3.4.3 Definicoes e Propriedades Basicas em G;({2)

Definigao 3.5.1 (Fungoes Generalizadas de Heaviside): Uma funcao gene-
ralizada H € G4(R) se denomina fun¢ao generalizada de Heaviside, se existe um
representante da mesma Ry € £y 4(R), para o qual existe uma fungao A(e) > 0,

A(e) — 0 quando ¢ — 0 tal que:

1. Ry(e,x) =0,Ve € (0,1) e z < —A(e);
2. Ry(e,x) =1,Ve € (0,1) e z > A(e);

3. sup|Ru(e,x)| < +o0:e € (0,1),z € R,

Definigao 3.5.2: Todas as func¢oes generalizadas de Heaviside estao associadas en-

tre si e admitem a distribuicao de Heaviside Ty como aspecto macroscopico.
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Observacgao 3.2: Da defini¢ao acima tem-se que qualquer poténcia de uma fungao

generalizada de Heaviside € também uma func¢ao generalizada de Heaviside.

AD) -AB) AE)  ALE) AE) AB)

Figura 3.1: Funcoes generalizadas de Heaviside.

Definigao 3.5.3 (Fungoes Generalizadas § de Dirac): Uma fungao generali-
zada 6 € G4(R) se denomina funcao generalizada de Dirac, se existe um represen-
tante da mesma Rs € Ey5(R), para o qual existe uma funcao A(e) > 0, A(e) — 0

quando € — 0 tal que:
1. Rs(e,z) =0,¥e € (0,1) e |z| > A(e);
2. [z Rs(e,x)dx = 1,Ve € (0,1);

3. sup [ |Rs(e, x)|dz < +o0:e € (0,1),z € R.

Seja g € G4(R) uma fungao de Dirac, entdo existe Hy € G4(R) de Heaviside tal que
H|, = 0.

Definigao 3.5.4: Todas as fungoes generalizadas de Dirac estao associadas entre

si e admitem a distribuicao 6 de Dirac como aspecto macroscopico.
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-A(E) -A(E) -A(E) 0 A(E) A(E) A(E)
Figura 3.2: Funcoes generalizadas § de Dirac.

Seja H € G,(R) uma fungao generalizada de Heaviside e 0 € G4(R) uma fungao

generalizada de Dirac, entao se verificam as seguintes propriedades:

1. A = H,Vn > 1,n € N.
2. H =).

1
3. HkH/ ~ ]{j—HHl’Vk > O,kf e N.

Em [5, 10] foram demonstrados o célculo que serve de base para o seguinte teorema:

Teorema (Fundamentagao Tedrica das Cadeias de Hugoniot-Maslov para
as ondas de Choque). Sejam A(t,z), B(t,z) e C(t,x) fungdes de Classe C*°(R?)

tais que

A(t, ) + B(t, 2)H(z — X () + C(t, 2)(x — X(t)) ~ 0. (3.11)

onde H é uma funcao generalizada de Heaviside e 6 é uma funcao generalizada de

Dirac. Se sao propostos desenvolvimentos formais da forma

.A = f:.Aﬂ'l
=0

B=Y B (3.12)
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entdo para que a equacdo (3.11) seja satisfeita, é necessario que A;(t) = 0, B;(t) =
0Vl =0,1,2, ... ¢ Co(t) = 0,Vt € R.

Para o teorema acima tem-se que 7 = x — X (t) onde X (¢) é uma funcao suave.



Capitulo 4

Obtencao da Cadeia de Hugoniot-Maslov
para Choques na Equacao de Buckley-
Leverett

Neste capitulo serd aplicado o método assintotico desenvolvido por Maslov em 1970
[7] para a captura de solugoes do tipo choque, quando elas existem, correspondentes
ao problema de Riemann e Riemann Generalizado. Para tratar corretamente do
problema da nao linearidade da EDP os calculos serao realizados no contexto das

fungoes generalizadas de Colombeau.

Seja

ou 0 u?
EAYﬂ(W+Mﬂ—uP)NQ (4.1)

com condigoes iniciais do tipo (2.21).

7

Na equagao (4.1) o operador “ & ” representa a associacao no sentido de Colombeau
que é equivalente a formulagao fraca (integral) da lei de conservacao dada por (2.15).
O método assintético parte da base de existéncia de uma onda de choque como

solucao fraca e, portanto, supomos que

ult,x) = At, ) + B(t,2)H(z — X (1)), (4.2)

onde A, B e X sao fungoes suaves e X (0) = 0. Temos que a equagao (4.2) é solugao
do problema de Cauchy para equacdo (4.1) com a condigao inicial de Riemann

generalizado escrita na forma
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u(0,2) = wi() + [u,(2) — (@) H @), (4.3)

sendo H a fungao generalizada de Heaviside. A curva x = X (t) descreve a trajetoria

da singularidade inicialmente na origem [5].

Substituindo a equagao (4.2) em (2.26) a funcao de fluxo sera dada por

A? +2ABH + B?H?
[A2 4+ (1 — A)?] -1+ [(2A+2u(A —1))B] - H + [B2(1 + p)] - H?

flu) = (4.4)

A proposicao abaixo fornece um resultado importante a ser aplicado na equagao
(4.4) nos permitindo obter uma expressao para o fluxo que nos permita utilizar o

Teorema da Fundamentacao Teorica (Segao 3.4.3).

Proposicao 4.1: Seja H € G,(2) uma fungao generalizada de Heaviside na variavel
T =a — X(t). Sejam a(z), b(x), c(x), d(z), e(x) e f(x) funcoes suaves tais que
d(x) >0ed(z)+e(x)+ f(zr) >0 VzeR,entdo

a(x) + b(z) + c(x)

se 7>0
o) + b() H + c(z) H? N d(x) +e(z) + f(x) (5)
d(z) + e(r)H + f(x)H? a(r) |
) se 7<0
d(x)

Deste modo, teremos:

a(z) + b(x)H + c(x)H? - a(z) N [a(z) +0(z) +c(z) a(z)
d(x) +e(x)H + f(x)H?  d(z)

Aplicando a proposi¢ao 4.1 na equagao (4.4) obtemos a funcao de fluxo:

A? A% +2AB + B? A?
Fw) [

S a0 A AT Bl (AT B A4l _A)z} H{(r),

onde 7 =z — X(t).
Nota-se que foi possivel utilizar a proposi¢ao pois A% + u(1 — A)? > 0e (A+ B)? +
pll—(A+ B)*>0.
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Derivando em relacdo a x a equagdo (4.7), obtém-se

(F(u))s ~ 2uAA, — 2uA%A, 2u[l — (A+ B)](A, + B.)(A+ B)
U))y = [A2 + pu(1 — A)?)? (A+ B2+ ull — (A+ B2

QuAA, — 2uA%A, . 48
[A2+M(1—A)2]2 }H( )+ ( )

(A+B)2 A2 /
+{(A+B)2+M[1—(A+B)]2 _A2+M(1—A)2}H(T>’

Derivando a fungao u(t,x) = A(t,x) + B(t,z)H(z — X(t)) em relagdo a variavel ¢,
temos:
Uy = At —+ BtH(T) - BX/H/(T). (49)

Substituindo as equagoes (4.8) e (4.9) na equagao (4.1), temos a equagao que dese-

jamos resolver:

2uAA, — 2uA%A,
A
{ - A [T

2u[l — (A+ B)|(A; + B,)(A+ B)  2uAA, —2pA%A,
: {Bt (A BRFpll— (A BIEF ' (425 uli— AP }H(”

(A+B) A } H'(t) =~ 0.

+ {_BX' T ATBEral—(A+BE A +a(l—A)

(4.10)

4.1 Expansoes Assintoticas em Séries de Poténcias

Desenvolvendo formalmente A(t,z) e B(t,x) em série de poténcias centradas em

X(t), teremos
Altx) = 3 A — X (1))

B(t,x) =Y Bi(t)(z — X (1)),

de modo que podemos reescrever a equagao (4.2) como
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u(t,z) =Y A(t)(x — X (1) +
=0

4.1.1 Séries de Poténcias

> Bi(t)(x - X(t))l] H(z—X(t).  (4.11)
=0

Tendo em vista que a formulagdo do problema descrito pela equagao (4.10) en-

volve derivadas, poténcias e expressoes, incluindo produtos para os termos A(t, x)

e B(t,x), descreveremos abaixo as fun¢oes que serao utilizadas e sua respectiva

formulagao em séries de poténcias. Para mais detalhes ver [5, 17].

4.1.1.1 Séries que Envolvem a Funcao A(t,x), suas Poténcias e suas

Derivadas

) I l—i [fl=i—j
At = Z [ (ZJ AiAjAkAl—i—j—k>] T,

k=0

Ar= (A = I+ DAL X7,

=0

A, = Z(l + 1) AT
o) l
AA, = Z ( (1 + 1>Al—iAi+1> T

7

oo l 1—1
A4, =3 [ ( AjAl_i_j> (i +1) 441

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



4.1 Expansoes Assintoticas em Séries de Poténcias 42

7 (4.20)

0 l l—i l—i—j
AA, =" [Z <Z > AjAkAl_i_j_k> (i + 1) A

1=0 Li=0 \j=0 k=0

4.1.1.2 Séries que Envolvem a Funcao B(t,x), suas Poténcias e suas
Derivadas

B=>Y B, (4.21)
B% = 3 <i Bl_iBZ-) T, (4.22)
B = i (Z z_: BiBjBl_i_j> = (4.23)

00 I =i l—i—j
B'=Y" ( BiBjBkBl_i_j_k> T (4.24)

Sy

v=Y B~ (+1)Bn X7, (4.25)
=0

B, =) (I+1)B7, (4.26)

00 l
BB, =)_ ( (i + l)Bl_iBHl) !, (4.27)

. (4.28)

oo I 1=
Bsz = Z [(Z BjBl—i—j> (’L + 1>Bi+1

4.1.1.3 Séries que Envolvem as Funcoes A(t,x) e B(t,x), suas Poténcias
e suas Derivadas

AB = i (i: AHBZ) 7 (4.29)

| T (4.30)
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0o l l—i l—i—j
AB=>" [Z (Z > AJAkAl_Z_J_k> B;| T, (4.31)
1=0 Li=0 \j=0 k=0
0 l 7
AB* =Y "1 A (Z BjBi_y> 7!, (4.32)
1=0 Li=0 5=0
00 l ]
ABP=> 1> A ( BjBkBi_j_k” - (4.33)
=0 Li=0 7=0 k=0
[e9) l l—i )
A’B* =" [Z (Z AJAZ_Z-_J) (Z B]BZ_J> 7!, (4.34)
1=0 Li=0 \j=0 5=0
9] l
AB,=>" ( (i + 1)Al_,-B,-+1> 7, (4.35)
1=0 \i=0
[e'e) l l—i
A’B, :Z[ ( Az'Az_i—f) (i +1)Bisa | 7!, (4.36)
I=0 Li=0 \j=0
9] l
BA, =) ( (i + 1)Bl_iAi+1> 7, (4.37)
1=0 \i=0
[e'e) l l—i
B2Ax = Z [ < BjBl—i—j> (’L + 1)142'4_1 Tl, (438)
1=0 Li=0 \j=0
oo [ 1 1—i 7
ABA, =" ( Al_,-_ij> (i4 1) A | T, (4.39)
1=0 Li=0 \j=0 i
oo [ 1 1—i ]
14B_Bm = Z (Z Al—i—ij> (Z + 1)B2‘+1 Tl. (440)
1=0 Li=0 \j=0 _
4.1.1.4 Séries que Envolvem o Coeficiente de Viscosidade
> Ertonde Ey=pe E; =0, Vi>0, (4.41)
1=0
Z Dyt onde Dy =p?e D; =0, Vi>0. (4.42)

=0
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Nesse caso utilizamos esse artificio para poder expressar os termos constantes em

forma de séries que serao usadas posteriormente.

4.1.1.5 Divisao de Séries

Observamos que quando substituirmos as séries acima na equagao (4.10), ird ocorrer
divisoes entre séries. No entanto, foi encontrada na literatura apenas formulas para
produto de séries. O método de divisao de séries que aplicaremos, ainda nao foi

publicado sendo a primeira apari¢ao desta formula neste trabalho.

Sejam as séries

O produto destas séries ira resultar em uma outra série, isto é:

kz_ocm‘k = (kz_o ak7k> (kz_o bk7k> ) (4.43)

Efetuando o produto termo a termo, tem-se

Zcmk = (ao + ar7 + asm* + as® + -+ +) (b + a7 + bom* + b3 4 -+ )
k=0
= (aobo + aoblT + aob27'2 + CLngT?’ + alboT + a1b172 + albng + a2b07‘2 + - )
= (aobo + CL(]blT + alb(ﬂ' + a0b2T2 + a1b1T2 + CLQb(]T2 + CL(]b3T3 + a1b27'3 + .- )
00 k
= <Z aibl_i> Tl.
k=0 =0
Portanto,

k
= aiby_;,Vk. (4.44)
=0
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A partir do produto entre séries desenvolvido acima, queremos encontrar uma for-

Cka

me‘k'

mula para o quociente Aplicando o processo inverso, encontramos uma,

formula em recorréncia:

co = apby = ap = %7
0
C(]b
C1— 170
b c1 cobi cibg coby crbg — coby
= agb bp=ag = ——— = — — - - =
€1 = g0y + a100 = 4y bo b by bobo  bo? by J
C1 — C—Obl
Co — @bg — bo bl
b b Co Cobz C1 Co
= apb b bo = ag = 0 0 =" 2| b — —=b?
Cg = b2 + @101 + agbp = az bo o b2 <b02 1 b 1
c3 — agbs — arby — azby C3 (Z_8> bs
c3 = agbs + a1by + asby + asby = az = = = _ _
bo bo bo
C1 Cobl b Co C(]b2 Clbl i C(]b12 b
bo by’ ’ NG by’ by’ by’ ' _ c3by” B cobsby B cibabo® | cobibabo B
b bo bobo®  boPbo®  bobe® bl
Cgbl Cobgbl X Clb12 C(]b13
bo> bo? bo® bt
Portanto, temos que
1 k
U= —7 > cm-a(k,m), (4.45)
bo m=0
onde
alk,m)= Y (=1)F [bgo X BT X B (4.46)
(S0, k)€ Qb
é tal que

k k
Qpm = {(So, -, Sk) € N tais queZSn =k, ZnSn =k — m} ) (4.47)
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4.1.2 Cadeia de Hugoniot-Maslov para a Equagao de Buckley-
Leverett

A partir dos resultados obtidos pode-se transformar as séries em cada termo por uma,

tnica série. Substituindo todas as séries da se¢ao anterior na equagao (4.10):

o [ l

1
Z Al —(I+ DA X'+ e Z ek al(l, m)] !
=0 L 0 m=0
o [ I+1

1
Z B — (I+1)B X'+ b(I){)H—l Z cmaor (1 bII I+1 Z Cm,202' (1 ] 'H(m)+
=0 L

111 1T 111 11 I -~

=0 L

(4.48)

onde o supraincice I corresponde ao termo que multiplica 1, o supraindice /] ao termo
que multiplica H(7) e o supraindice 111 ao termo que multiplica H'(7). Dai podemos

descrever cada termo, como segue.

e Primeiro termo:

l

CTIn = 2,u Z(Z + 1>Am—iAi+1 - 2u Z <Z AjAm—i—j) (Z + 1)Ai+17
=0 7=0

=0

ol(km) = 3 (D)% x (b))% x e x (0%

(S()v"' 7Sk)e Qk,m

by = Doy — 4% Ay + 2001+ 30) D ApiAi — Ap(L+ 1) D> AiAj A i+
i=0 i=0 j=0

m—im—i—j

A+ N AiAj Ak Am—imj—k

i=0 j=0 k=0
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com

by = [ —2uAg+ (1 +u)A(ﬂ2 > 0.

e Segundo Termo:

m1_2luz i+1 Am 2A2+1+2MZ 1+ 1 Am sz+1+2,uZ 1+ 1 Bm zAH-l‘l'

=0 =0 =0

—|—2,U,Z Z-'-l Bm ZBZ+1 2MZ <ZA Am i—7J

’L + 1)Az+1+

v

—Ap> <Z Am—ijBj | (G4 1) Ay — 2p (Z BjBy i j> (i + 1) A1+
i=0 \j=0 i=0 J:0
—2u <ZZAjAm—i—j (i +1)Bip1 — 4p ( Ap—i—j g) (i +1)Biy1+
1=0 5=0 1= 7=0
- Q,UZ < BjBy—i—j | (i +1)Bi,
i=0 \ ;=0
Cfn{ﬂ = QMZ <Z A_]Am—z—j> (Z + I)Ai-i-l - 2/,L Z(Z + ]-)Am—iAi-i-l'
i=0 \j=0 i=0
Sendo:
II _ k+So 17\ 50 11\ 51 17\ Sk
oy (k,m) = (=1) [(bm) X (bn) X X (bm) }a
(S0, k)€ Qkm
e
S S
of!(k,m) = (=145 | (043)™ x (14) 1+ x (bi5)™ ]

(So,~~~ 7Sk)€ Qk,m
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=0
+ (dp+ 4p?) ZZAAAij+BBBlZJ+
=0 7=0
m m—im—i—j m

1 + :U 2 Z Z Z AiAjAkAm—i—j—k + BiBjBkBm—i—j—k + (4,U —+ 12#2) Z Ap_iBi—

=0 7=0 k=0 =0
(12M + 12M ) [ AjAm—i—j> BZ + Am—i (Z BjBi—j>
=0 7=0 j=0
m m—i m—i—j
+ (4 + 8+ 442) (Z (Z > AjAkAm_i_j_k> B;| +
i=0 j=0 k=0
+ ) (A ( BjBkBi_j_k> >+
=0 7=0 k=0
+(6+ 120+ 6%) ) ( AjAm_i_j> (Z BjBZ-_j) :
i=0 \j=0 Jj=0
bty = Dy — Ap” Ay + 2p 4 61°) Y ApiAi = (dp+4p%) > " AiA A, i+
i=0 =0 j=0

+(1+ ) AiAj AL Am—i—j—k;

CcoI1n

b, = [(1+ ) A2 — 2040 + p]” > 0.

e Terceiro Termo:

cl _ZAm WA +22Am :B; +ZBm v
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el = Amidi
i=0
Sendo:
affflkom) = 30 (] () S x ()T x|
(S0, »SK)E Qkym
e
ol (k,m) = (—1)k+S0 [ (béél)so y (bgl)sl . (bIII)Sk }7

(S0, ,Sk)E Qe,m

m,1 —

bty = Ep = 20u(Ap + Bo) + (14 1) Y (ApsiAi) + (BpeiBy) + 2(AniBy),
=0

bﬁé =By — 2+ (1+p) ZAm—z’Ah

CcoI1n

bélll = [(1 -+ M)(A(] + Bo)2 — QM(AO + B(]) -+ ,U/} > O,
boY = [(1+ p)A§ — 2uAg + p] > 0.

I bII bII 11 11 11 11 bIII bIII 117 117 aIII 117

I
As variaveis bo: mo 015 Y025 Cm,10 Cm2> @175 @75 015 0pa™ 5 Gy Cipjos 17 € Q9

nas equagoes acima determinam os coeficientes da divisao das séries que apresentam uma
combinacao diferente conforme lhes sao atribuidos valores de acordo com as defini¢oes

apresentadas na secao anterior.
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A seguir, aplicaremos o Teorema da Fundamentacao Teoérica de modo a igualar todos

os coeficientes do primeiro e segundo termos, e o termo zero do terceiro termo a zero.

4.2 Truncamento da Cadeia de Hugoniot-Maslov

Uma vantagem do uso das cadeias de Hugoniot-Maslov é que a sua resolu¢ao numérica
permite a obtencao dos coeficientes aproximados da expansao assintotica da solucao pro-
posta e a trajetoria dos pontos singulares da solucao. Primeiramente devemos truncar as
cadeias numa determinada ordem de aproximacao N de modo que obteremos um sistema
de 2N + 3 EDO’s denominado sistema “truncado”. Uma dificuldade adicional encontrada
é que o sistema truncado nao é fechado apresentando mais incognitas do que esquacgoes.
Para o sistema truncado de ordem N, apareceram as incognitas X (t), A,(t), Bi(t), para

[=0,1,2,..., N e mais duas incognitas adicionais An,1(t) e Byy1(t).

Para esse trabalho o sistema serd resolvido com ordem de truncamento N = 2, de
modo que o sistema truncado possui sete equagoes diferenciais e nove incognitas. Usando
os resultados de Prassad e Ravindrah (ver [18|) fazemos A3 = B3 = 0, tornando o nosso
sistema “truncado” fechado, cuja solucao nos permitira obter de maneira aproximada a

solucao do tipo onda de choque para a Equacao de Buckley-Leverett.

Fazendo o truncamento da Cadeia de Hugoniot-Maslov para [ = 0,1, 2:
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Ay — A1 X" + e .al(0,0) = 0

Al —2A, X" + (bél)z [ch.al(1,0) + cl.al(1,1)]=0

Ay —3A; X' + (bg)g [ch.a’(2,0) + cl.al(2,1) + cL.a!(2,2)]= 0

By — B, X' (1 )001 al1(0,0) (1 )002 adl(0,0) =0

B} = 2B, X" + (bu) [001 ai’(1,0) + cff.af'(1, 1)}“‘(5,11) [002 a3'(1,0) + cf3.05'(1,1)]= 0

By — 3Bs X' + (b},)g [chl.ad1(2,0) + cdl.ad’(2,1) + cki.ad!(2,2) ]+
(bélg) [002 a2 (2 0) + C12 aél@ 1)+ 022 agl@a 2)]=0

/ 1 111 II1 1 Jir IIT —
_BOX b][] COl Ofl (O’ 0) b[][ 002 0[2 (O, 0) — O

(4.49)



Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo traremos os resultados da solucao numeérica aproximada, obtida através
de simula¢ao computacional em linguagem MATLAB® do método assintotico, desenvol-
vido por Maslov para solucoes descontinuas do tipo choque, adaptado para a equacao
de B-L com condigbes iniciais do tipo Riemann e Riemann generalizado (ver se¢oes 2.5 e
2.5.1). O codigo foi implementado seguindo as mesmas ideias presentes em 5|, detalhadas

a seguir.

Apos a obtencao da cadeia truncada de Hugoniot-Maslov buscamos aproximar nu-
mericamente as solucdes descontinuas para as condig¢oes iniciais dadas. A partir dos
resultados de Prasad-Ravindran [18|, obtém-se um sistema fechado de EDO’s contendo
7 equacoes e 7 variaveis. Partindo de um vetor inicial cujas componentes sao dadas
por g = [X(0) Ag(0) A1(0) A5(0) By(0) By(0) By(0)], aplica-se um resolutor do proprio
MATLAB®) para resolucao de sistemas de EDO’s ode45 '. As variaveis Ay, A;, A, By,
By e By dependem das funcoes u; e u,. e suas derivadas nas condi¢oes iniciais do problema,
onde: X(0) = 0, Ag(0) = w(0), A4;(0) = L2 4,(0) = “L2 By(0) = u,(0) — w(0),

By(0) = M e By(0) = w. O intervalo de integracao para o resolutor

escolhido foi [0, 1] obtendo-se a matriz y cujas linhas correspondem ao niimero de inte-

ragoes temporais realizadas e que possui 7 colunas que correspondem as variaveis X (),

Ao(t), Aq(t), As(t), Bo(t), Bi(t) e Bs(t), dispostas nesta mesma ordem. Obtidas es-

2
sas variaveis reconstroi-se a solugdo de acordo com u(t,x) = ZAl(t)(x — X)) +
1=0

2
ZBl(t)(l’ — X(t))l] H(x — X(t)). Mais detalhes sobre a implementagado computaci-
1=0

IResolutor de equacdes diferenciais de primeira ordem ndo-stiff de precisio média. Fonte:
www.mathworks.com
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onal do método numérico de Maslov adaptado para a equacao de B-L podem ser vistos

no apéndice.

Busca-se, através das simulacoes numéricas realizadas, verificar a eficiéncia do mé-
todo assintotico na captacao das ondas de choque. Uma vez obtida a solu¢ao numérica da
equagao de B-L, serao comparadas as ondas de choque captadas com o método assintotico
e ondas captadas com métodos de diferencas finitas para um mesmo tempo t fixo. Os
métodos de diferencas finitas utilizados sao os métodos classicos Lax-Wendroff, Godunov
e NT [1], cujos esquemas numeéricos de discretizagao se encontram no apéndice. Os pro-
gramas e codigos para os métodos de diferencas finitas utilizados nao formam parte deste

trabalho sendo cedidos gentilmente para a realizacao do mesmo.

Finalmente comparamos os resultados obtidos pelo método assintotico de Maslov de-
senvolvido neste trabalho com os resultados que se obtem ao considerar uma aproximacao

polinomial do fluxo de B-L feita antes da aplicagao do método assintotico (ver [5]).

5.1 Comparacao com Métodos de Diferencas Finitas

Nesta segao serao apresentados em cada exemplo os graficos da condic¢ao inicial, da so-
lugao numérica 3D, da trajetoria da singularidade e de profundidade obtidos pelo método
assintotico. Posteriormente apresentaremos o grafico que compara os perfis de singulari-
dade para duas iteracoes temporais diferentes diferentes obtidas com o método assintotico
de Maslov desenvolvido neste trabalho e com métodos cléssicos de diferencas finitas - Lax-
Wendroff, Godunov e NT.

Exemplo 1

Neste primeiro exemplo serd aplicado o método assintotico desenvolvido para o fluxo

de B-L com a condigao inicial classica de Riemann dada por

(0. 2) 0.5 se <0 (5.1)
u(0,x) = )
0 se z>0

O programa realizou 77 iteragdes temporais.
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Trajetéria da Singularidade

1 T , . . ] Grafico de Profundidade
oo il 09
08r i 08 ]
o7 i : l 07 .
oer il 06 _
- 0sr 1 - 05 _
04r ] 0.4 ]
0.3 : : 7 0.3 X
0.2F B 0.2 .
01r 1 0.1 _
OO 0‘.2 0‘.4 0‘.6 0.‘8 1 0 0 0.2 0.4 0.6 08 1
singularidade X

Figura 5.3: Trajetoria da singularidade  Figura 5.4: Grifico de profundidade para o
para o problema de Riemann. problema de Riemann.

A figura 5.3 apresenta o grafico da trajetoria da singularidade que é uma linha reta,
como esperado, por se tratar do problema de Riemann. Ja a figura 5.4 apresenta o grafico
em profundidade para o problema classico de Riemann que confirma que a altura da

solucao é, de fato, constante.

Andlise Comparativa dos Dados

Anédlise Comparativa dos Dados

—k— Godunov 1 ‘ ‘ ‘ ‘
091 —©— Lax-Wendroff 1 pee—
NT *
08 —8— Metodo Assintotico —6— Lax-Wendroff

08r NT 1
—8— Metodo Assintético

Figura 5.5: Perfis de onda para o problema  Figura 5.6: Perfis de onda para o problema
de Riemann: iteragao temporal 48. de Riemann: iteragcao temporal 67.

Nas figuras 5.5 e 5.6 é feita uma comparacao entre os perfis de onda obtidos através do
método assintotico para o fluxo de B-L e os perfis obtidos com os métodos de diferencas
finitas para duas iteracoes temporais: a primeira proxima ao meio da simulacao, iteracao

46, e a segunda mais ao final, iteracao 67.

Observacgao 5.1: Para esta condi¢ao inicial a solugcao do tipo choque para as iteragoes
apresentadas € entropica e o método que melhor a capta a onda de choque durante sua

propagacao no tempo € o método assintotico de B-L.
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Exemplo 2
Considere-se a condicao inicial
0.5+ 145 + 552> se <0
u(0,x) = . - (5.2)
0+ TooL + 350%° se x> 0
O programa realizou 77 iteragdes temporais.
condigao inicial
0.6} 1
0.5k |
04r B
S osf :
0.2 B
01t :
of -
-0.1 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.7: Grdfico da condigdo inicial do PRG - perturbacio de ordem 1072

A figura 5.7 apresenta o grafico da condigao inicial do problema. Pode-se considerar

esta condicao inicial como a mesma do exemplo anterior, com uma pequena perturbacao

da ordem 1072 nos dados do exemplo 1, constituindo um PRG 2.

2Problema de Riemann Generalizado.
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Solugdo

Figura 5.8: Solugao numérica em 3D do método assintotico para o PRG - perturbacao de
ordem 1072,

A figura 5.8 apresenta o grafico da solugao numérica em 3D, da solucao do PRG

apresentado. Nota-se que o tamanho do salto é aproximadamente constante ao longo da

descontinuidade.
Grafico de Profundidade
1 .
Trajet6ria da Singularidade 0.8 .
1 T T T T

0.8 Rk

0.9 . i
0.7 .

0.8F 4
ort | 06 _
0.6 B ~ 05 .
< 05 ] 0.4 .
0.4F . g 03 .

0.3 4
02 .

0.2F 4
0.1 |

0.1 4

0 ‘ ‘ ; ; 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 08 1
X

singularidade

Figura 5.9: Trajetoria da singularidade  Figura 5.10: Grdfico de profundidade para
para 0 PRG - perturbacdao de ordem 1072, o PRG - perturbacdao de ordem 1072.

A figura 5.9 mostra o grafico da trajetoria do choque conforme o tempo evolui. Nesse
caso, a trajetoéria da singularidade é aproximadamente uma linha reta, por se tratar de
um PRG. Pode-se observar através do grafico em profundidade na figura 5.10 que a altura

da descontinuidade é aproximadamente constante.
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Andlise Comparativa dos Dados Andlise Comparativa dos Dados
1 T T T T 1 T T T T
—k— Godunov —s— Godunov
0.9r —6— Lax-Wendroff R 09r —O— Lax-Wendroff -
—O—NT —O—NT
0.8 —8— Metodo Assintético |4 0.8} —8— Metodo Assintético |4

Figura 5.11: Perfis de onda para o PRG -  Figura 5.12: Perfis de onda para o PRG -
perturbacio de ordem 1072: iteracdo tem-  perturbacio de ordem 1072: iteracdo tem-
poral 48. poral 67.

As solugoes singulares do tipo onda de choque possuem a propriedade de serem es-
truturalmente estéaveis [5]: ap6s uma pequena perturbagao nos dados iniciais a solu¢ao do
problema apresenta apenas uma pequena variacao. Isso de fato ocorre no exemplo acima

sendo a variacao quase imperceptivel.

Observagao 5.2: Observa-se que o comportamento dos perfis permanecem com 0s mes-
mos aspectos do exemplo anterior. No caso, o método assintdtico € o que melhor capta o

choque.
Exemplo 3

Seja a condigao inicial

1 1
05+ —x+—22 se <0

w(0,z) = 2 2 (5.3)
- — >
O+1Ox+20x se x>0

O programa realizou 77 iteragdes temporais.
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condigao inicial

0.5 ;’//T i

0.4 b

0.3 h

u(0,x)

0.2f b

0.1 L L L

Figura 5.13: Grdfico da condigdo inicial do PRG - perturbacao de ordem 107*.

Nesse caso, as condicoes iniciais sao formadas por fungoes polinomiais de segundo
grau e podem ser consideradas como uma variacao da ordem 10~! dos dados do exemplo
1, tratando-se novamente de um PRG. A seguir serao apresentados os resultados obtidos

através de figuras dispostas na mesma ordem do exemplo anterior.

Solugdo

0.8

0.6

S

fesiinn

0.4 CoREE
- - s

Figura 5.14: Solucao numérica em 3D do método assintotico para o PRG - perturba¢ao
de ordem 1071,

Na figura 5.14 podemos observar que, conforme o tempo evolui, o salto ainda pode

ser considerado aproximadamente constante devido ao fato da variagao no tamanho do
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salto ser quase imperceptivel, ocorrendo bem ao final da simulacao numérica.

) Trajetéria da Singularidade Grafico de Profundidade
" " " ) 1
0.9F 1 0.9 l
0.8 1 08 |
0.7 : : 7 0.7 |
0.6 7] 0.6
= 05r 1 ~ 05
0.4+ b 0.4 :
0.3 : : 7 0.3 .
0.2 7 0.2 .
0.1 b 0.1 .
0 . L . . . . 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 0 0.2 0.4 0.6 08 1
singularidade X

Figura 5.15: Trajetoria da singularidade  Figura 5.16: Grifico de profundidade para
para 0 PRG - perturbacdao de ordem 1071, o PRG - perturbacdao de ordem 107",

Pode-se observar através da figura 5.15 que a trajetoria da singularidade é aproxi-
madamente uma linha reta, e observando a figura 5.16 vemos que o tamanho do salto é

aproximadamente constante, de modo que os resultados se aproximam dos obtidos ante-

riormente.
Anédlise Comparativa dos Dados Andlise Comparativa dos Dados
1 T T T 1 T T T

—=fe— Godunov —sfe— Godunov

09r —©— Lax-Wendroff B 0.9 —6— Lax-Wendroff g
—O—NT —6—NT

0.8} —&— Metodo Assintético |4 0.8} —&— Metodo Assintético |4

0.7 B 0.7r 1

Figura 5.17: Perfis de onda para o PRG -  Figura 5.18: Perfis de onda para o PRG -
perturbacio de ordem 1071: iteracdo tem-  perturbacio de ordem 107': iteracdo tem-
poral 48. poral 67.

Observagao 5.3: Também neste exemplo podemos observar que a solu¢ao aprorimada é
do tipo choque, com base nos resultados obtidos anteriormente, sendo o método assintotico

o método que melhor capta o choque.
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Exemplo 4
Considere agora a seguinte condigao inicial:
1 1,2
03— g2+ 5527 se <0

u(0,z) = (5.4)

0+:iz se >0

Foram realizadas 77 iteracoes temporais.

Condicéo Inicial

u(0,x)

Figura 5.19: Grdfico da condi¢ao inicial para o PRG - reta e pardbola.

Nesse caso temos um PRG onde as condigoes iniciais sao formadas por fungoes poli-

nomiais de primeiro e segundo grau (reta e parabola).

Solugéo ) Solugéo

Figura 5.20: Solugao numérica em 3D do  Figura 5.21: Solu¢ao numérica em 3D do
método assintotico para o PRG - reta e pa-  método assintotico para o PRG - reta e pa-
rabola. rabola: rotagao.

Pode-se observar na figura 5.20 que o salto aumenta de tamanho conforme o tempo
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evolui. Na figura 5.21 pode-se observar que esse aumento de salto ocorre préximo a

singularidade.

Trajetéria da Singularidade Grafico de Profundidade

1 T T T T
0 02 0.4 0.6 0.8
X

Figura 5.22: Trajetoria da singularidade  Figura 5.23: Grdfico em profundidade para
para o PRG - reta e pardbola. 0o PRG - reta e pardbola.

0.9 q

0.7F . . . 4

0.6 q

0.4 q

0.3k . . N : 4

0.2 q

0 i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

singularidade

Pode-se observar através da figura 5.22 que a trajetoria da singularidade apresenta
um comportamento curvilineo, aproximadamente parabolico. No grafico em profundidade
apresentado na figura 5.23 pode-se observar que existem variacoes crescentes para a altura

da descontinuidade.

Anélise Comparativa dos Dados Anélise Comparativa dos Dados
1 T T T T T T 1 T T T T T T
—afe— Godunov —afe— Godunov
0.9 —©— Lax-Wendroff 1 0.9¢ —O— Lax-Wendroff
0.8 —O— NT i 0.8l —f— NT |
. —&— Metodo Assint6tico : —— Metodo Assintético

Figura 5.24: Perfis de Onda para o PRG -  Figura 5.25: Perfis de Onda para o PRG -
reta e pardbola: iteracao temporal 46. reta e pardbola: iteracao temporal 69.

Na figura 5.24 vemos que o método assintotico é o método que melhor capta o choque,
no periodo que ele existe. No entanto, ao observar-se a figura 5.25 a solucao parece deixar
de ser um choque puro, conforme observamos o excesso difusao proximo a descontinuidade

que ocorre no método Godunov.

Observagao 5.4: Para o tempos pequenos (prozimo de 46 iteragoes), o método as-

sintdtico € o método que melhor capta o choque. Para tempos maiores (prozimo de 69
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iteragoes), no entanto, o método nao capta bem a solu¢iao que parece deizar de ser do
tipo choque puro. Podemos fazer essa hipotese baseados no Teorema da Fundamentacao
Teorica pois, se a solucao fosse de fato uwm choque puro, os coeficientes da expansao as-
sintotica captariam esse choque corretamente. No entanto, observando o comportamento
da solugdao obtida com o método Godunov (que é o método de diferencas menos difusivo
utilizado neste trabalho), vemos que ocorre um excesso de difusao no perfil de onda, que

pode explicar a presenca de rarefacao adjacente ao choque na solu¢ao.

Portanto, num PRG as solucoes sao mais gerais podendo ocorrer:

e choque apenas por um breve tempo;
e choque com outras esturas singulares adjacentes;

e solucoes compostas por outras estruturas adicionais.

Exemplo 5

Considere-se agora a seguinte condigao inicial:

0—5x+2x% se <0
u(0,z) = 5.5
0.6+ 52+ 152 se x>0 (5:5)

Foram realizadas 113 iteracoes temporais.

Condicao Inicial

09

0.8

0.7

0.6

0.5

u(0,x)

0.4

0.3

0.2

0.1r

-0.1 I I I

Figura 5.26: Grdfico da condi¢ao inicial para o PRG - pardbolas.

Os resultados serao mostrados seguindo a mesma ordem dos exemplos anteriores.
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Solugdo

Figura 5.27: Solugao numérica em 3D do método assintotico para o PRG - pardbolas.

Trajetdria da Singularidade Grafico de Profundidade
1 T T

0.8} 1

07r : : ]

0.6 1

0.4} 1

03r : : 1

0.2} 1

0.1r 4

0 i i
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singularidade X

Figura 5.28: Grifico da trajetoria da sin-  Figura 5.29: Grdfico de profundidade para
gularidade para o PRG - pardbolas. o PRG - pardbolas.

Pode-se perceber pela figura 5.28 que a trajetoria da singularidade é formada por uma
curva desconhecida. Observa-se através da figura 5.29 que existem variagoes na altura da

descontinuidade que ocorrem proximo e longe da singularidade.
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Andlise Comparativa dos Dados Anélise Comparativa dos Dados
18l —=fe— Godunov | 18l —=fe— Godunov
- —©— Lax-Wendroff ’ —6— Lax-Wendroff
16 —O— NT 4 16f —f—NT
1ab —8— Metodo Assintético i 14k —&— Metodo Assintético

Figura 5.30: Grdfico dos perfis de onda  Figura 5.31: Grifico dos perfis de onda
para o PRG - pardbolas: iteracao temporal  para o PRG - pardbolas: itera¢ao temporal
33. 67.

Observagao 5.5: Neste exemplo pode-se observar que a solugdo € do tipo choque (mas
nao podemos afirmar que seja do tipo choque puro) apenas inicialmente (por volta de 33
iteragoes temporais) como vemos na figura 5.30. No entanto a solu¢ao deiza de ser cla-
ramente do tipo choque conforme o tempo evolui (por volta de 67 iteragdes temporais).
Isso pode ser observado devido a suavizagao das ondas obtidas com os métodos de dife-
rencas finitas, que deixam de ter uma descontinuidade. No entanto, dada a natureza do
método assintotico, ele forca a existéncia de uma solugao do tipo choque devido a sua

implementacao feita para a captacao especifica para este tipo de solucao.

5.2 Comparacao com o Fluxo Aproximado por Série de
Maclaurin

A seguir, serao feitas comparacoes entre o método assintético com o fluxo de B-L
(equagao (2.26)) e com o mesmo método com fluxo aproximado por série de Maclaurin, a

saber:

f(u) = 2u + 6u? (5.6)

de grau 2 (N=2),

f(u) = 2u + 6u® + 8u® — 24u” — 56u° (5.7)

de grau 6 (N=6) e
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fu) = 2u + 6u® + 8u® — 24u® — 56u°’ — 64u” 4 160u° + 352u'® 4 384u ! (5.8)

de grau 11 (N=11).

Detalhes sobre a programacao do método com o fluxo aproximado podem ser vistos

em [5].
Exemplo 6

A seguir sera feita novamente uma simulagao com condigao inicial de Riemann classica

dada por

(0.2) 0.3 se <0 (5.9)
u(0,x) = .
0 se z>0

Foram realizadas 105 iteracoes temporais.

Condicéo Inicial
0.4 T

0.35f

0.3

0.25f
0.21

0.15r

u(0,x)

0.1f

0.05r

-0.05F

-0.1

Figura 5.32: Grdfico da condi¢ao inicial para o problema de Riemann - aprorimac¢ao
polinomial.
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Comparacéao das Trajetérias
0.7 T T T

Comparagéo das Trajetérias
0.7 T T T

Fluxo Buckley-Leverett Fluxo Buckley-Leverett

= Fluxo Aprox. Polinomial Fluxo Aprox. Polinomial
0.6 1 0.6 1
05F 8 0.5F 1
0.4r 1 0.4 g

x x
0.3F B 0.3F 1
0.2F B 0.2F 1
0.1r : : 1 0.11 - g
0 i i i i 0 i i i i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.33: Grdfico da comparacao entre
as trajetorias da singularidade para o pro-
blema de Riemann, N=2.

Figura 5.34: Grdfico da comparagao entre
as trajetorias da singularidade para o pro-
blema de Riemann, N=6.

Conforme aumentou-se o grau de aproximacao do polinémio, o resultado com o fluxo
aproximado foi melhor. A escolha do grau de aproximacao foi feita por meio de tentativas,

variando o grau nas ordens 2 a 9, para este exemplo.

—©— Mét. Assint. Fluxo Buckley-Leverett
—&— Mét. Assint. Fluxo Polinomial

—©— Mét. Assint. Fluxo Buckley-Leverett

—&— Mét. Assint. Fluxo Polinomial

0.5F —@— Lax-Wendroff 1 0.5r —@— Lax-Wendroff i

—q— NT —gq—NT
Godunov Godunov

0.4 1 0.4 g

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X X

Figura 5.35: Grdfico dos perfis de onda
para o problema de Riemann - N=2: ite-
ragao temporal 78.

Figura 5.36: Grdfico dos perfis de onda
para o problema de Riemann - N=6: ite-
ragao temporal 78.

Observacgao 5.6: Observa-se que os dois métodos assintoticos captam melhor o choque
e possuem uma excelente aproxrimagao um do outro (vemos na figura 5.36 que os perfis de
onda dos métodos assintdticos aparecem sobrepostos) . Os resultados obtidos comprovam
a eficiéncia dos métodos assintdticos que possuem o resultado esperado conforme [5]. O
método assintotico com aproximacao em série de Maclaurin pode ser aplicado desde que
a fungao de fluzo seja suave, podendo, portanto, ser adaptado para fungoes compostas por

outros fluxos com maior facilidade.
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Exemplo 7

Considere agora a seguinte condigao inicial:

0.3 — 324 3522 se x<0

u(0,z) =
0+:iz se >0

(5.10)

Foram realizadas 105 iteracoes temporais.

Condicao Inicial

u(0,x)

Figura 5.37: Grdfico da condi¢ao inicial para o PRG - aproximacao polinomial.

Comparacéo das Trajetérias Comparagéo das Trajetérias
1.4 T T T 0.9 T T T
Fluxo Buckley-Leverett Fluxo Buckley-Leverett
= Fluxo Aprox. Polinomial 08t = Fluxo Aprox. Polinomial (]
1.2F B B
0.7 1
1k i
0.6 - 1
0.8 1 05k 1
x x
06f 1 04r 1
0.3 . 1
0.4 E
0.2F 1
0.2F 4
0.1F 1
0 i i i i 0 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.38: Comparacao das trajetorias  Figura 5.39: Comparacao das trajetorias
PRG - aprozimacao polinomial, N=6. PRG - aprozimagao polinomial, N=11.
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—O— Lax-Wendroff —6— Lax-Wendroff
09r —&—NT q 09r —G—NT 5
0.8l Godunov | 08l Godunov |
: —O— Mét. Assint. Fluxo Buckley-Leverett ! —O— Mét. Assint. Fluxo Buckley-Leverett
0.7+ —H8— Mét. Assint. Fluxo Polinomial i 0.7+ —H8— Mét. Assint. Fluxo Polinomial i

Figura 5.40: Grdfico dos perfis de onda  Figura 5.41: Grifico dos perfis de onda
para o PRG - N=6: iteragao temporal 78. para o PRG - N=11: itera¢ao temporal 78.

Observagao 5.7: Observa-se que mesmo para uma aprorimacao ainda maior para o
fluxo em série de Maclaurin, os resultados do método assintotico com o fluro aprorimado
nao foram coincidentes ao resultado do mesmo método com o fluxo em sua forma normal.
Isso indica que, para alguns casos, o método assintotico que usa o fluxo aprorimado pode

nao funcionar corretamente, necessitando ordens muito grandes de aprorimagao.
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5.3 Analise de Complexidade

De acordo com [19], a complexidade de um algoritmo consiste na quantidade de tra-
balho necessario para a sua execucao que varia de acordo com o algoritmo e o volume de
dados envolvidos. Nesta se¢ao sera aplicada a complexidade temporal de pior caso O(n)
para os exemplos 1, 2, 3 e 4 com o dominio sendo discretizado por 100, 200, 300, 400
e 500 pontos, analisando o método Assintotico de Maslov para o fluxo de B-L desenvol-
vido neste trabalho, juntamente com os métodos de diferencas finitas Lax-Wendroff, NT
e Godunov. Para cada exemplo serao apresentadas tabelas contendo os polinémios de
complexidade de cada algoritmo usando a funcao polyfit do MATLAB®. Em cada caso
a seguir, o método que consome menor tempo de processamento possui menor valor no
coeficiente de primeiro grau dos polinomios de complexidade apresentados nas tabelas. O
tempo de processamento em cada caso é dado pelo tempo total de CPU (em segundos)

obtido a partir do momento em que se inicia a simulacao através do comando cputime
do MATLAB®).

Anilise de Complexidade do Exemplo 1

Métodos Polinémio de Complexidade
Assintotico O(n) = 0.0110n + 1.0795
Lax-Wendroff O(n) = 0.0008n + 0.01154
NT O(n) = 0.1595n — 4.8546
Godunov O(n) = 0.0799n — 3.2055

Tabela 5.1: Polinémios de complexidade dos métodos Assintético com fluxo de B-L, Lax-
Wendroff, NT e Godunov para o exemplo 1.
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Andlise de Complexidade — Exemplo 1

60

Metodo Assintético
Lax—-Wendroff
NT

a
o
T
I

Godunov

N
o

Tempo de Processamentos (segundos)
N w
o o

=
o
T

0
100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ndmero de Pontos da Malha

Figura 5.42: Grdficos de complexidade dos métodos Assintotico, Laz- Wendroff, NT e Go-
dunov para o exemplo 1.

Anilise de Complexidade do Exemplo 2

Métodos Polinémio de Complexidade

Assintotico O(n) = 0.0031n + 1.5589
Lax-Wendroff O(n) = 0.0001n + 0.1934
NT O(n) = 0.0012n + 0.3558
Godunov O(n) = 0.0421n — 0.3743

Tabela 5.2: Polindmios de complexidade dos métodos Assintotico com fluxo de B-L, Lax-
Wendroff, NT e Godunov para o exemplo 2.
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Andlise de Complexidade — Exemplo 2

60

Metodo Assintético
Lax—-Wendroff

NT

Godunov

al
o
T

N
o

N
o
T

Tempo de Processamentos (segundos)
w
o

=
o

0
100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ndmero de Pontos da Malha

Figura 5.43: Grdficos de complexidade dos métodos Assintotico, Laz- Wendroff, NT e Go-
dunov para o exemplo 2.

Analise de Complexidade do Exemplo 3

Métodos Polinémio de Complexidade

Assintotico O(n) = 0.0084n + 1.1263
Lax-Wendroff O(n) = 0.0014n + 0.0780
NT O(n) = 0.0636n + 1.6382
Godunov O(n) = 0.0341n + 0.5458

Tabela 5.3: Polinomios de complexidade dos métodos Assintético com fluxo de B-L, Lax-
Wendroff, NT e Godunov para o exemplo 3.
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Andlise de Complexidade — Exemplo 3

60

Metodo Assintético
Lax—-Wendroff

NT

Godunov

al
o
T

N
o

N
o
T

Tempo de Processamentos (segundos)
w
o

=
o
T

0
100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ndmero de Pontos da Malha

Figura 5.44: Grdficos de complexidade dos métodos Assintotico, Laz- Wendroff, NT e Go-
dunov para o exemplo 3.

Anilise de Complexidade do Exemplo 4

Métodos Polinémio de Complexidade

Assintotico O(n) = 0.0093n + 1.2230
Lax-Wendroff O(n) = 0.0003n + 0.2371
NT O(n) = 0.0979n — 0.1405
Godunov O(n) = 0.0244n + 1.5036

Tabela 5.4: Polindmios de complexidade dos métodos Assintotico com fluxo de B-L, Lax-
Wendroff, NT e Godunov para o exemplo 4.
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Andlise de Complexidade — Exemplo 4
60 T T T T T T
Metodo Assintético
Lax—-Wendroff
NT
Godunov

al
o
T
I

N
o
T
L

Tempo de Processamentos (segundos)
N w
o o
. .

=
o
L

0
100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ndmero de Pontos da Malha

Figura 5.45: Grdficos de complexidade dos métodos Assintotico, Laz- Wendroff, NT e Go-
dunov para o exemplo 4.

Observando os resultados acima concluimos que os métodos Lax-Wendroff e Assinto-
tico sao os que obtiveram menor valor nos coeficientes de primeiro grau sendo os métodos
que consomem menor tempo de processamento. No entanto, conforme visto na segao 5.2,
os perfis obtidos com o método assintético nao apresentam erros numeéricos de dispersao
como os obtidos através da aplicacao do método Lax-Wendroff. Deste modo podemos
concluir que o método Assintotico é o método mais eficiente na captura do choque nos

casos em que ele existe.



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Conclusoes

Foi possivel encontrar a cadeia de Hugoniot-Maslov para as ondas de choque como
solugao da equacao de B-L sendo truncada para a obtencao do sistema de EDO’s, que foi
resolvido computacionalmente, conforme os primeiros objetivos propostos. Esta etapa foi
considerada a mais complexa do desenvolvimento do trabalho, pois observou-se que erros
cometidos nos calculos iniciais ao se propagarem produziam uma solucao completamente

diferente na aplicagao numérica do método.

A partir da comparacao das solucoes dos exemplos propostos entre o método assin-
totico com os métodos classicos de diferengas finitas (Godunov, Lax-Wendroff e NT),

concluimos que:

e Os métodos assintoticos, quando comprovada a existéncia de solugao do tipo onda de
choque, apresentam a solucao numérica mais proxima da solugao exata em equacoes
conservativas [5]. Esses métodos captam as ondas de choque sem que apresentem
difusdo ou dispersao numérica [20]. Portanto, no que diz respeito ao problema de
Riemann o método assintotico desenvolvido para o fluxo de B-L surge como uma
alternativa aos métodos de diferencas finitas. Isso também pode ser comprovado
através da analise de complexidade na secao 5.3 que mostrou o baixo custo compu-
tacional do método em relagao ao tempo de processamento. Nesse caso, observa-se
que para os exemplos 1, 2, 3 e 6 o método assintotico para o fluxo de B-L teve
um bom funcionamento mas, no entanto, diferentemente dos métodos de diferencas

finitas que resolvem o problema independentemente do tipo de solugao, o método



6.2 Trabalhos Futuros 76

assintotico busca captar solugoes especificas do tipo ondas de choque.

e Porém quando se trata de um PRG, na sua forma atual, em alguns exemplos o
funcionamento do método assintotico foi razoavel (exemplos 4, 5 e 7). No entanto,
esse resultado era esperado, pois o método foi desenvolvido apenas para a captagao
de ondas de choque. Além disso, nao se sabe ao certo que tipo de solucoes poderiam

ser encontradas em um PRG.

Através da comparacao das solucoes dos exemplos propostos entre o método assinto-
tico com fluxos de B-L com o mesmo método com o fluxo aproximado por um polinémio,

conclui-se:

e Houve a validagdo dos resultados presentes em [5| para a equagdo de Buckley-
Leverett, sendo uma forma alternativa para o uso do método quando as aproxi-

magoes do fluxo forem suficientes (exemplo 6).

e No entanto, deve ser levar em conta que dependendo do problema, existe a necessi-

dade de uma ordem grande de aproximagao do fluxo (exemplo 7).

Além disso, o método pode ser utilizado como ferramenta para a verificagao do com-
portamento das descontinuidades que ocorrem na equacao de B-L, o que permite avaliar,
ainda, a existéncia (ou nao) de choque num problema. O método ainda permite ter
uma ideia do comportamento da solugao em que outras estruturas singulares adicionais

ocorrem.

6.2 Trabalhos Futuros

Propomos o estudo de dois topicos que possam dar continuidade ao trabalho de-
senvolvido. O primeiro trata-se da aplicagao do método estudado para outras equacoes
conservativas e para outros tipos de solucoes singulares, tais como ondas de rarefagoes e
solucoes singulares do tipo vorticial. O segundo, seria, encontrar uma maneira de esten-
der a aplicacdo do método quando estruturas adicionais aparecem na solugao (como por

exemplo rarefagoes na equacao de B-L).
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APENDICE A - Apéndice

A.1 Programa Principal
A seguir serao apresentados os programas feitos na linguagem de programacao do

software MATLAB® utilizados para encontrar a solu¢ao numérica do problemas apre-

sentados no capitulo 5.

clear all;clc; close all;

%CONDICOES INICIAIS

Y%mi—1.0; Y%razao entre as viscosidades
u 1=0.3;

u r=0;

Dlu_ 1=-1/8;

D2u 1=2/30;

Dlu r=1/5;

D2u_r—0;

Yyo=|X(0)=0; AO=u_1(0); A1(0)=u’ 1(0)/2 A2(0)=u’’ 1(0)/2; BO=u_r
(0)—u_1(0); Bl=u’ r(0)—u’ 1(0); B2=(u’’ r(0)—u’’ 1(0))/2];

yo=[0 u_1 Dlu 1 (D2u 1)/2 u_r—u_1 Dlu r—Dlu | (D2u_ r—D2u 1) /2];

%tspan=|to tf]| sao os limites de integracao
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tspan=|0 1];

%Passo incial

paso=odeset ('InitialStep ’, 0.0000001);

YRESOLUCAO DO SISTEMA DE EDO’ s
Jy=|X";A’0;A’1;A’2;B’0;B"1;B"2;]|
[t,y]=0ded5(@cadeias ,tspan ,yo, paso);
%Trajetoria do choque

tra=zeros (length (t) ,1);

tra=y(:,1);
figure (3)

set (3, 'name’, ’trajetoria singularidade’)

plot (t,tra,’b’, linewidth ’,2)
title (' Trajetoria da Singularidade’)
xlabel (7t 7)

ylabel ('x7)

grid on

x=zeros (length (t),1);

x—tra;

%Construcao da solucao

if x(length(t)) =0

xl=linspace (0,x(length(t)),length(t))

else

Y

xl=linspace (0,t (length(t)),length(t));
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end

xaux—linspace(—x(length (t))/10,0,round (length(t)/10));
XX=[xaux (1:length (xaux)—1) x1];

x1=XX;

u=zeros (length (t) ,length(t));

for i=1:length(t)

for j=1:length (x1)

p=x1(j)=x(i);

(1)

c=p "~ 2;
if x1(j)>x
u(i,j)=y
,T) *c;
else

end

end

figure (2)

set (2, 'name’,’ Grafico 3D da Solucao’)

mesh (x1,t,u)
title ("Solucao’)
shading interp;
colormap;

xlabel ("x7)
ylabel ("t ")
zlabel ('u’)

figure (4)

set (4, 'name’ ,’ Grafico de Profundidade’)

pcolor (x1,t,u)

title ('Grafico de Profundidade’)

(i,2)+y(i,3)*pty(i,4)*cty(i,5)+y(i,6)*pty(i
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shading interp;
colormap;
xlabel ("x7)
ylabel ("t ")
zlabel ('u’)

[m,n|=size (u);

% Analise Comparativa dos Perfis de Onda

|x 2,u 2|]=laxwendroff (t(floor (3+m/10)));
[x 4,u 4]=nt(t(floor (3*xm/10)));
[x_5,u_5]=metgodunov(t(floor (3+xm/10)));

figure (5)

set (5, 'name’ ,’Comparacao dos Perfis de Onda’)

plot(x 5,u 5, r—p’,x 2,u 2,’'mo’,x 4,u 4, g—d’ x1,u(floor (3*m
/10) ,:) ,’b—s’, ’linewidth ’,2)

axis( | —0.15 1.2 0 1.8 | );

hold on

title (’Analise Comparativa dos Dados’)

ylabel ("u’)

xlabel ("x7)

legend ( ’Godunov’, ’Lax—Wendroff’ ,'NT’ , "Metodo Assintotico )

floor (3xm/10)
[x_2,u_2|—laxwendroff (t(floor (6%xm/10)));
[x_4,u_4]=nt(t(floor (6xm/10)));

[x 5,u 5]=metgodunov(t(floor (6%xm/10)));

figure (6)

set (6, 'name’ ,’Comparacao dos Perfis — 27)
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plot(x 5,u 5, r—p’,x 2,u 2, 'mo’,x 4,u 4, g—d’ x1,u(floor (6*xm
/10) ,:),’b—s’, linewidth ' ,2)

axis( [ —0.15 1.2 0 1.8 | );

hold on

title ("Analise Comparativa dos Dados”)

ylabel ("u’)

xlabel ("x7)

legend ( ’Godunov’, ’Lax—Wendroff’ ,'NT’ | "Metodo Assintotico )

floor (6xm/10)

[x_2,u_2|—laxwendroff (t(floor (9%m/10)));
[x 4,u 4]=nt(t(floor (9*xm/10)));
[x 5,u 5]=metgodunov(t(floor (9%m/10)));

figure (7)

set (7, 'name’ ,’Comparacao dos Perfis — Mais Iteracoes’)

plot(x b5,u 5, r—p’,x 2,u 2, 'mo’,x 4,u 4, g—d’ x1,u(floor (9*m
/10) ,:) ,’b—s’, ’linewidth ’,2)

axis( [ —0.15 1.2 0 1.8 | );

hold on

title ("Analise Comparativa dos Dados’)

ylabel ("'u’)

xlabel ("x7)

legend ( ’Godunov’, ’Lax—Wendroff’ | 'NT’ | "Metodo Assintotico )

floor (9%m/10)
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A.2 Cadeia Truncada

function F=cadeias (t,y)

mi—=1.0;

%X’
a=(y(2)"2)+2xy (2)xy(5)+(y(5) "2);

b=y (5) *(mi—2xmix(y (2)+y (5))+(2+2xmi) *y (2) xy (5)+(1+mi) x(y (2) "2+y

d=y (5) * (mi—2+mixy (2) +(1+mi)*(y (2) "2));

(/0
F(1)~(a/b)=(c/d);

%A0°
e=2xmixy (2)xy(3)—2+mix(y(2) ~2)xy(3);

f=(mi~2) —4%(mi~2)*y (2) +(6%(mi~2)+2*xmi)*(y(2)"2)+...
—(4%(mi~2)+4xmi) *(y(2) "3) +((mi~2)+2+mi+1)*(y(2) "4);
(/(‘

F(2)=y(3) «((a/b)=(c/d))—(e/f);

TA1”

g=2+mix((y(3) "2)+2xy (2)xy(4))—2smix(2xy(2)*(y(3) "2)+2x(y(2) "2)*y

(4));

h=—4%(mi~2)*y (3) +(12%(mi~2)+4+mi)*y (2)*y (3) —(4%(mi~2)+4*mi) 3% (y
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(2)"2)xy(3) +...
+((mi~2)+2«mi+1) 4% (y (2) “3)*y(3);

%
F(3)=2xy (4) *((a/b)=(c/d))+(exh—gxf) /(f2);

%A2°
k=2xmi*3xy (3)xy (4)—2+mix (6xy (2)*y(3)*y(4)+(y(3)"3));

l=—4%(mi~2)*y (4) +(6%(mi~2)+2%mi) *( y
— (4% (mi~2)+4sxmi) * (3% (y(2) "2)*y(4)+3xy (2)
( (

(/0
F(4)=(exfxl—ex(h~2)+gxfxh—kx(f~2))/(f"3);

(/0
9B’ s

m=(mi"~2)—4x(mi~2)*(y(2)+y(5))+(2*xmi+6x(mi~2))*((y(2) ~"2)+(y(5)"2)
)+

—(4xmi+4*(mi~2) ) *((y(2) "3)+(y(5) "3))+((mi) " 2+42*mi+1)*((y(2)
“4)+(y(5)"4)) +...

+(4xmi+12%(mi~2) ) xy (2)*y (5) —(12%mi+12%(mi~2) ) x((y(2) "2)*y (5)
+y (2)*(y(5)"2)) +..

) *
)
+(4+8*mi+4*(mi~2))
+(6+12%mi+6%(mi~2)

s=(mi~2) —4%(mi~2)*y (2) +(2xmi+6%(mi~2))*(y(2)"2)+...
—(4*mi+4x(mi~2) ) *(y(2) "3)+(1+2+«mi+(mi~2) ) x(y(2) ~4);
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p=2+mix*(y(2)*y(3)+y(2)*y(6)+y(5)*y(3)+y(5)*y(6)) +...
—2¢mix((y(2) "2)*y (3)+(y(
(6)) +...
—4sxmix(y (2)*y (5)*y (3)+y(2)*y(5)*y(6));

v=2xmix(y(2) "2)%y(3)—2xmixy (2)*y(3);

%B0’

) ...

—(4xmi+4x(mi~2) ) * (3% (y(2) "2)xy(3)+3*x(y(5) “2)*y(6)) +

+((mi) "24+2xmi+1) % (4d*(y (2) ~3)*y(3)+4x(y(5) "3)xy(6)) +

+(4xmi+12%(mi~2) ) x(y (3)*xy (5)+y (2)xy (6)) +

—(12+mi+12%x(mi~2) ) % (2xy (2)*y (3)*y (5)+(y(2) ~2)*y (6)+2xy (5)*y (6)
*y (2)+(y (5) "2)*y (3)) +...

+(44+8xmi+4x(mi~2) ) x (3 (y(2) “2)*y (3)*xy(5)+(y(2) "3)xy(6)+3*(y(5)
“2)xy (6)xy (2)+(y(5) "3)*y(3)) +

+(6+12xmi+6+(mi~2) ) *(2xy (2)*y (3)*(y(5) "2)+2xy (5)*y (6)*(y(2) "2)

) ;

q=2xmix((y(3) "2)+2xy (2)*y (4)+y (3)*y (6) +2xy (2)y (7)+y (6)*y (3) + 2%y

(5)*y(4)+(y(6)"2)+2xy (5)*y (7)) +..

—2xmixk (2xy (2) *(y (3) "2) +2x(y (2) "2)*y (4) +2xy (5) *y (6) xy (3) +2x(y
(5) "2)xy (4) +2xy (2)*y (3) xy (6) +2x(y (2) ~2)*y (7)+2xy (5) x(y (6)
"2)+2x(y(5) "2)*xy (7)) +

—dxmix ((y(3) 72)xy (5)+y (2)xy (6)*y (3) +2xy (2) xy (5) xy (4)+y (3) *y
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o——4x(mi~2) *(y (4)+y

u——4%(mi~2)*y (4) +(2%mi+6x(mi~2) ) *(2xy(2)

r=2xmix(3xy (3)xy
v (

(5)*y (6)+y(2) x(y(6) "2)+2xy (2)*y (5)xy (7)) ;

x=2+«mix*(2xy (2) *x(y(3) "2)+2%((y(2) "2)*y(4)))—2+mix((y(3) "2)+2xy(2)

xy (4) ) ;

F(6)=2xy (7) = ((a/b)—(c/d)) +((prn—qum) /(m"2) ) +((vxt—xxs) /(s"2));

+(y(3) "2)+(y (6)

—(4*mi+4%(mi~2)) (v (2)72)xy (4)+3x(y(3) "2)xy(2)+3%(y(5) "2)x
v(7)4+3%(y(6) " 2)xy(5)) +...

+((mi) "2+ 2%mi+1)* (4 (y(2) "3)*y (4) +6%(y(2) "2)*(y(3) "2)+4*(y(5)
"3)xy (7) +6x(y (5) "2)*(y (6) "2)) +..

+(4xmi+12%x(mi~2) )« (y (4)*y (5)+y (3)*xy (6)+y (2)*y (7)) +..

—(12xmi+12%(mi~2) ) *(2xy (2)*y (4)*xy (5)+(y(3) "2)*y (5)+y(4)*(y(5)
"2) 4 2%y (2) %y (3)#y (6) 42y (3) %y (5) *y (6) +(y (2) "2)xy (7) +2xy (2)
*y (5)xy (T)+y (2) #(y (6) ~2)) +..

+(4+8+«mi+4x(mi~2) ) x(3x(y(2) "2)*xy (4)*y(5)+3*(y(3) ~2)*y(2)*y(5)
+y (4) *(y (5) 73) +3x(y (2) "2)xy (3)*y (6) +3*(y (5) "2)*y (6)*y (3) +(
y(2) 73)#y (7)+3%(y(5) "2)#y (7)xy (2) +3*(y (6) "2)xy (5) *y (2))

+...

+(6-+12%mi+6%(mi~2) ) )
Fdxy (2) %y (3) %y (5) %y (6) +2%(y (2)
"2));

—(4xmi+4*(mi~2)) * (3% (y(2) ~2)xy (4)+3x*y(
+((mi) "2+2xmi+1) % (4 (y (2) ~3)*y (4) +6x(y

—~ N <«

(4))+2xmix(y (4)*y (6)+2xy (3)xy (7)) +2«mix(y(7)xy
(3)+2xy (6)*y(4)) +
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+2xmi* (3xy (6)xy (7)) —2+mix(6xy (3)*y(2)*y(4)+(y(3)"3)) +...

—dimix (3xy (3)ky (4) %y (5)+y (2) xy (3) %y (7)+(y(3) "2)xy (6)+2xy (2) *y
(4)xy(6)) +...

—2sxmix (2xy (5) xy (7) xy (3) +(y (6) "2)xy (3) +4xy (5)*y (6)*y (4)) +

—2mik (2ky (2)xy (4)*y (6)+(y (3) "2)y (6) +4xy (2) xy (3) %y (7)) +.

—dimix (y (4)*y (5)*y (6)+y (3)*(y(6) "2)+3xy (2)*y (6)xy (7)+2xy (3)*y
(5)xy (7)) +

—2¢mix (6xy (5) *y (6)*y (7)+(y(6) "3));

w=2xmix(6xy (2)*y(3)*y(4)+(y(3)"3))—2+mix(3xy(3)*y(4));

%B2°

F(7)=(p*m+xo—px*(n~2)+qrmsn—r*(m~2)) /(m"3)+(vkssu—vk(t ~2)+xks*kt—w

#(572))/(s73);

F=[F(1);F(2);F(3);F(4);F(5);F(6);F(7)];
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A.3 Meétodos Numéricos de Diferencas Finitas

A.3.1 Discretizacao

A aproximagcao numérica da solu¢ao de uma EDP é obtida pela transformacao do pro-
blema continuo num problema discreto finito. Logo, o dominio deixa de ser um intervalo

e passa a ser uma regiao do plano ou espago, ver |4].

A.3.2 Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas

A ideia geral do método de diferencas finitas é a discretizacao do dominio através de
uma malha e a substituicao das derivadas presentes na equacao diferencial por aproxima-
¢Oes envolvendo somente valores numeéricos da funcao [21].

A ferramenta matematica basica para o calculo de aproximacoes para as derivadas é a
série de Taylor que relaciona valores da fungao e suas derivadas num ponto z, y(x), com
valores dessa mesma fungao numa vizinhanga h de z, ou seja, y(z+h), conforme a equacao

abaixo:

h h/ h’2 " hn (n) h(n+1) (n+l) A]_
y(r+h)=y(x)+ ?/(95)4'5?/ ($)+---+H?J ($)+my (£), (A1)

com r < £ < x+ h. Na equacao acima, a parte da equacao definida por

h(n—l—l)

o 1)!y(”+1)(§), (A.2)

representa o erro de aproximagao (ou truncamento) da equagao (A.1).

A.3.3 Foérmulas para Diferencas Finitas

A.3.3.1 Foérmula Progressiva

E obtida isolando a primeira derivada de y(z) na equacdo (A.1), obtendo:

vy = NI Py (A3)
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A.3.3.2 Foérmula Regressiva

Relacionando os valores da fungao e suas derivadas num ponto x, y(z), com valores
dessa mesma fun¢ao numa vizinhanga —h de x, ou seja, y(xr — h) e isolando a primeira

derivada de y(z), obtemos:

Y(z) = - 54" (&). (A.4)

A.3.3.3 Formula Central

E obtida isolando a primeira derivada de y(x) através da soma das equagdes (A.3) e

(A.4):

_y(a7+h)—y(x—h) _h3 "

() = o SH(E). (4.5)

A.3.4 Erro e Ordem de Aproximagao de Uma Férmula de Dife-
renga

Seja F'(x,h) uma formula de diferenga para aproximagao da derivada de ordem ¢ de
uma funcao y(z) com erro (x, h). Entao:
y D (x) = F(x,h) +e(x, h). (A.6)

A formula F(z,h) é de ordem p se (x, h) = h?R(x), onde R(x) nao depende de h.

A.3.5 Principais Féormulas de Diferencas para Duas Variaveis

Considerando uma malha no plano (z,t) como sendo o conjunto de pontos (z;,t;) =
(xo + ih,to + jk), onde h é o espagamento em z e k em t, e generalizando os resultados
acima para uma aproximacgao de duas varidveis, obtemos as seguintes féormulas para a

primeira derivada em t:

A.3.5.1 Foérmula Progressiva

k) —u(z,t)  k
ut(x,t):u(x ]i“(x )—§utt(x,x), t<x<t+k. (A7)
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A.3.5.2 Foérmula Regressiva

wy(z, 1) = u(w,t) — Z(I,t— k) I gutt(x>X)a t—k<y<t. (A.8)

A.3.5.3 Formula Central

w(z, t+ k) —u(z,t—Fk) K
ug(w,t) = ( )21{: ( )_guttt(x>X)a t—k<x<t+k (A.9)

A.3.6 Métodos Numéricos de Diferencas Finitas

A seguir serao apresentados os Métodos de Diferencas Finitas utilizados neste traba-

lho. Para mais detalhes ver [1].

Considerando uma malha no plano (z,t) onde a largura da malha é dada por h = Ax
e o passo de tempo k = At, onde a discretizacdo da malha possui pontos (z;,t,) dados

por

z;j=jh, j=...,—1,01.2 ..

th=nk, n=0,1,2,...

Também define-se

o1
SL’j+1/2 = ZL’j —+ h/2 = (j -+ §)h

Os métodos de diferengas finitas produzem aproximagoes U;" € R™ para a solugao

u(xj,t,) no conjunto de pontos dicretos. Cada valor pontual da solucao é denotado por

ver [1].
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A.3.6.1 Métodos Conservativos

Um método de diferencas finitas para uma lei de conservagao tem a forma

n+1 n
Uj+ =" —

k n n n n
HE [F(UUMN) — F(UP,, UM (A.10)

Método Lax-Wendroff.A forma conservativa de Lax-Wendroff é

k k2
U}Hl = Ul —— (f(U}y — f(U]n—1))+W [Ajirye (F(UF = FUT) — Ajpaye (FUF = f(UF))],

oh
(A.11)

onde A(u) = f'(u) e Aji1/2 é a matriz jacobiana com valores em 3 (U + Ul ).

Método Godunov.Tem-se

n n k n n n n
Uyttt =07 - 7 [F (U U}y) = F (U7, U7)] (A.12)

J

onde u*" (z,t,) = U} e o fluxo numérico F é dado por

1 tn+1 o
F (U}, Ujr) = E/t fu™ (x40, 1))dt. (A.13)

Meétodo NT. Introduzido por Nessyahu e Tadmor, pode ser visto como uma extensao
natural do método de Lax-Friederichs [1] e tem sua forma conservativa dada por
1
n+1 n n n n n n
Ui =5 U+ U] = M F (U7, Uf) = F(UL1, OF) ] (A.14)

onde A = . Para mais detalhes do método, ver |22, 23|.

At
2Ax



