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Resumo

Neste trabalho iremos apresentar a modelagem analitica e numérica de um microres-
sonador e um nanoressonador em barra suspensa sob a agao da forca de Casimir. Tais
dispositivos eletromecéanicos sao utilizados como filtros seletivos de frequéncias e geradores
de sinal, em substitui¢ao aos filtros e geradores de sinal eletronicos. Assim, mostraremos
a deducao da equacao de movimento da barra e suas frequéncias naturais, introduziremos
as forcas dispersivas envolvidas na dinamica da barra, entre elas as Forcas de Casimir e
Eletrostatica. Posteriormente, tendo como base a teoria da dindmica nao-linear e caos,
analisaremos os resultados obtidos da simulacao numérica da equacao de movimento de
um microressonador e de um nanoressonador em barra suspensa.



Abstract

In this work we present analytical and numerical modeling of a clamped-clamped
microressonator and a nanoressonator under the action of Casimir force. These electro-
mechanical devices are used as RF filters and signal generators, replacing the electronic
filters and signal generators. Thus, we show the derivation of the equation of motion of
the bar and their natural frequencies, introduce dispersive forces involved in the dyna-
mics of the bar, including the Casimir and Electrostatic Forces. Subsequently, based on
the theory of nonlinear dynamics and chaos, we will analyze the results of the numeri-
cal simulation of the equation of motion of a clamped-clamped microressonator and a
nanoressonator.
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Capitulo 1

Introducao

Microdispositivos sao dispositivos constituidos de uma ou mais partes que possuam,
pelo menos, duas de suas dimensoes na escala submilimétrica (1 a 1000um). Da mesma
forma nanodispositivos sao dispositivos constituidos de uma ou mais partes, que possuam,

duas de suas dimensoes na escala submicrométrica (1 a 1000nm).

Os principais motivos para o desenvolvimento de micro e nanodispositivos estao li-
gados, num primeiro momento, a economia de espaco. FEntretanto, pode-se enumerar
ainda o menor custo de fabricacao, menor consumo de energia, maior sensibilidade para
a realizacao de medidas e ainda a abertura de possibilidades para observacao de novos

fenomenos fisicos.

Uma subclasse dos micro e nanodispositivos sao os chamados MEMS(Micro electro
mechanical systems) e NEMS(Nano electro mechanical systems) que sdo compostos de
partes mecanicas somadas a partes que utilizam normalmente a forca eletrostatica para
atuacao ou deteccao. MEMS e NEMS, estao entre as principais areas de desenvolvi-
mento e pesquisa em ciéncia e tecnologia em virtude de sua multidisciplinaridade, o que
leva varios pesquisadores de diferentes areas a colaborarem no desenvolvimento de novas
tecnologias, criarem novos dispositivos e investigarem a fundo a dinamica nao-linear de

alguns dispositivos de modo a explorar as oportunidades nesse regime.

A maioria dos MEMS e NEMS possuem uma ou mais partes moéveis. A dindmica
destas estruturas afeta diretamente as especificagoes e limitacoes de tais dispositivos [8].
Entretanto, entender o movimento de tais estruturas nao é uma tarefa trivial. Algumas
microestruturas quando movimentadas sofrem grande deformagao quando comparadas as

suas dimensoes, gerando efeitos nao-lineares.

As partes moveis de MEMS e NEMS sao normalmente movimentadas por uma forga
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eletrostatica entre placas paralelas, que por sua definicao ¢ uma forca nao-linear. Essa
e varias outras fontes de nao-linearidades em MEMS e NEMS tem um importante papel
na dinamica de tais dispositivos, fazendo com que a teoria linear seja inadequada para

aplicagao ao modelo.

MEMS e NEMS sao basicamente sensores ou atuadores. Exemplos de sensores sao os
sensores de inércia(acelerdmetros e giroscopios), sensores de pressao, gas e massa, sensores
de temperatura, sensores de forca e sensores de humidade. Para quase toda grandeza fisica
h& um sensor MEMS para realizar a medicao. Exemplos de atuadores sao os microespelhos

que refletem luzes nos projetores de video, switches e filtros de RF.

Um exemplo de dispositivo muito utilizado atualmente é o acelerometro, exemplificado
na Fig. 1.1, e presente em controles de videogames e celulares. Na Fig. 1.1, podemos
observar que o acelerémetro ¢ composto de uma massa presa por nanomolas de 50nm e
de bracos interdigitais com espacamentos de 150nm que fazem o papel de capacitores de
placas paralelas. O movimento da massa faz com que a capacitancia se altere entre os

bracos, fazendo com que o movimento possa ser detectado.

tatic
Gap width 150nm

Figura 1.1: Sensor de inércia: acelerometro.

Ressonadores sao uma outra classe de MEMS, compostos por estruturas que vibram,
geralmente em ressonincia. A estrutura pode ser um cantilever (barra com uma extre-
midade engastada e a outra extremidade livre) ou uma ponte (barra engastada nas duas
extremidades), ambas acompanhadas de um substrato fixo (Fig. 1.2) atuados por forga
eletrostatica entre as placas. Ressonadores podem ainda ter outros formatos como discos
ou diafragmas|14], por exemplo. No caso das aplicacoes como sensores uma mudanga no
parametro a ser medido como pressao, temperatura, forca e aceleracao, altera a rigidez da
estrutura e induz tensao axial. Isso faz com que a frequéncia de ressonancia seja alterada
e é através da quantidade de frequéncia desviada que podemos medir os parametro fisicos

citados anteriormente, por exemplo.
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microbarra

microbarra

substrato substrato

(a) (b)

Figura 1.2: (a)Ressonador tipo cantilever e (b)Ressonador tipo ponte. Fonte:[10]

Outras aplicacoes de ressonadores sdo a geragao de sinais de referéncia(clock) e filtros
de selecao de frequéncia, sendo que alguns microressonadores utilizados como filtros e
desenvolvidos em laboratorio, ja obtiveram fatores de qualidade maiores que 10.000 em
frequéncias de aproximadamente 1.5GHz [14] ou até mesmo fatores de qualidade em torno
de 177000 para frequéncias de 19KHz [16]. Outros sistemas que utilizam estruturas em
ressonancia vem sendo desenvolvidos por pesquisadores como nanosensores de massa com

sensibilidade na casa dos attogramas (107'3g) conforme ilustrado pela Fig. 1.3 [7].

Figura 1.3: Sensor de massa. Fonte:|7]

Devemos mencionar que as distancias entre o substrato e a microbarra de microresso-
nadores ou nanoressonadores vem diminuindo com o passar dos anos a ponto de obterem
separagoes de 80nm [16] conforme Figs.1.5 e 1.6, ou ainda tdo pequenas quanto 32nm
[20] conforme Fig.1.4. Em virtude da diminuigao destas distancias efeitos que antes eram
despreziveis ou passiveis de serem ignorados passam a ser obrigatorios para a equacao do
movimento. Como exemplo, citamos a Forca de Casimir que serd considerada na presente

dissertacao.

O problema proposto na presente dissertacao consiste na modelagem numérica da

dindmica de um microressonador do tipo ponte(barra suspensa) sob a agao de forgas
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Gap
d~325A

Figura 1.4: Ressonador com separacao de 32nm. Fonte:[20]

Polysilicon electrodes

Single crystal
silicon beam

Figura 1.6: Aproximacao da area do eletrodo - separagao de 80nm. Fonte:|16]

eletrostaticas e de Casimir. Como espera-se que o ressonador a ser modelado realizara
grandes oscilagoes quando comparado com sua espessura, temos que a dinamica deve
ser analisada com uma Teoria Nao-linear. Alguns trabalhos de microressonadores com a
Forca de Casimir j4 foram realizados como em [17] e posteriormente em [10], entretanto
com o sistema reduzido a massa-mola e com um grau de liberdade. Mais recentemente,
foi descoberto caos em sistemas forcados 2|, do tipo que iremos modelar, de tal sorte
que realizaremos a investigacao de um possivel comportamente cadtico nos dispositivos

modelados.
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Assim, no Capitulo 2 iremos demonstrar o modelo teérico da uma barra suspensa,
definir a sua equacao do movimento, adicionar as forcas envolvidas no caso real e por
ultimo aplicaremos o método de Galerkin com o intuito de transformamos a EDP do

movimento da barra em uma EDO e simularmos a dindmica numericamente.

No Capitulo 3 apresentaremos a Forca de Casimir que deve ser considerada para
duas placas separadas por pequenas distancias conforme ocorre com microressonadores, e

adicionaremos tal forca a equacao do movimento da barra definida no Capitulo 2.

No Capitulo 4 apresentaremos ferramentas para analise do comportamento nao-linear
da dinamica do sistema. Veremos o significado dos retratos de fase de um sistema, bi-
furcagoes, pontos fixos e estabilidade. Além disso, demonstraremos como avaliar se um

sistema tem comportamento ca6tico ou nao.

De posse da equacao do movimento do microressonador definida nos Capitulos 2 e 3,
e utilizando as ferramentas demonstrados no Capitulo 4, no Capitulo 5 iremos simular
numericamente a dinamica de um microressonador de barra suspensa, e verificaremos se

ha regime caotico em algumas faixas de parametros do sistema.



Capitulo 2

Modelagem do ressonador tipo barra sus-
pensa

No presente capitulo vamos apresentar o modelo tedrico de uma barra suspensa empre-
gada no tipo de ressonador que buscamos modelar. Primeiramente, iremos derivar a equa-
¢ao de movimento da barra, incluir as forcas envolvidas, e calcular suas frequéncias natu-
rais e modos de vibragao. Em seguida determinaremos a contribui¢ao da nao-linearidade
geométrica, que é importante no caso de grandes oscilagoes de barras bi-engastadas como
consideramos serem os micro e nanoressonadores e, por ultimo, apresentaremos o Mé-
todo de Galerkin que nos permite transformar uma EDP em uma EDO para posterior

simulagao numérica.

2.1 A Equacao Linear do Movimento de uma barra

Considere a barra da figura 2.1, onde w(z,t) é a deflecgdo da posi¢do x no instante
t, [ € o comprimento da barra, p é a densidade uniforme da barra, A é a area da secao
transversal da barra, F ¢ o modulo de Young e I(z) o momento de inércial. A barra

ainda esta sujeita a acdo de uma forca axial N(x,t) e uma forca distribuida F(z,1).

Analisando um pequeno elemento dx da barra conforme diagrama do corpo livre da
Figura 2.2 temos que M se refere ao momento fletor, V' a forca cisalhante e 6 é o angulo

de deflecgdo da barra em relagao a horizontal (§ = Jw/0z).

Assumimos aqui que as variaveis no lado esquerdo do diagrama de forcas sofrem uma

1O momento de inércia aqui é uma propriedade geométrica de uma area que reflete como seus pontos
sdo distribuidos em relagdo a um eixo arbitrario. Assim o momento de inércia de uma forma arbitraria
em relagdo a um eixo BB ¢ definida por Mg = [ A p?dA, onde dA é um diferencial de drea e p é a
distancia do eixo BB ao elemento dA.
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N(x, )

y
b

Figura 2.1: Desenho da barra a ser modelada. Fonte:|8]

F(x,t)

M+ M gy
oX

1
1
I
|
—

I
le—dx

Figura 2.2: Diagrama de forgas. Fonte:|[§]

pequena variacao quando sao deslocadas para o lado direito do elemento, a uma distancia

dx, e que as variaveis sao expandidas em série de Taylor até a primeira ordem em dx.

Aplicando a Segunda Lei de Newton as for¢as na diregao vertical temos que:

ov ow ON ow  D*w 0*w
V- (V + %dx) + Fdx — N% + (N + %dx) (% + wdm) = pAde. (2.1)

Ignorando os termos de alta ordem em dx e simplificando temos:

oV 0 ow 0*w
Y ry L (NDY) — pn Y
+ £+ ( ) p o2

ox ox ox (2:2)

Aplicando agora a Segunda Lei de Newton as forcas na direcao horizontal e assumindo

que o angulo de defleccao 0 é pequeno em relagao a horizontal temos que,

ON ON

Considerando a soma dos momentos tendo como referéncia o lado esquerdo da Figura
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2.1 A Equacao Linear do Movimento de uma barra
2.2 temos que,
oM oV x
M+ —de—-—M—-(V+—|d Fdx)— = 0. 24
+ 5 <+8x)x+( x)2 (2.4)
[gnorando os termos de ordem mais alta e simplificando chegamos a
oM
V=" 2.5
5 (2.5)
(2.5), devemos levar em consideragio

Obtidas as relagoes das equagdes (2.2), (2.3)
ET

M=—. 2.6

- (2.6

a relacao entre o momento fletor e o raio de curvatura da barra R devido a deflecgao

O raio de curvatura da barra pode ser expresso por
3/2
1+ (2]
R = o (2.7)
9?2

<< 1, a Equacao 2.7 é simplicada
(2.8)

Considerando um pequeno angulo de deﬂecgao
2w °

1
R =

o5

2

ox

para
Substituindo a Eq. 2.8 na Eq.2.6 chegamos a forma bésica da Equacao de Euler-
Bernoulli
92w
M=FEI— 2.9
el (2.9)
Substituindo agora a Eq. 2.9 em 2.5 e posteriormente em 2.2 e 2.3 temos que
0? 0w 0w 0w
EFl— A— - N— = F. 2.10
Ere ( 022 > P20~ a2 (2.10)
A equagdo 2.10 descreve o movimento da barra suspensa. Entretanto considerando
que nao hé forcamento e amortecimento, que a barra é uniforme e que a carga axial é zero
a Eq. 2.10 se resume a
NMw 0*w
ET A— =0, 2.11
o0t P (2.11)

a qual analisaremos em seguida
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2.2 Frequéncias Naturais e Modos de Vibracao

Determinar as frequéncias naturais e os modos de vibracao das microbarras é de suma
importancia para a fabricacao dos dispositivos que as compoem, uma vez que revelam
a faixa de funcionamento dos dispositivos, suas restricbes e permite a calibracao dos

dispositivos como resonadores e filtros de RE [§].

Voltando a Eq. 2.11 temos que, para resolvé-la, utilizaremos o método da separacao

das variaveis. Assim, considerando que temos uma solugdo espacial ¢(x) multiplicada

ela solucao no tempo na forma et onde w é a frequéncia natural da barra e ¢ é o modo
b

de vibracao correspondente, temos que a solucao da Eq. 2.11 pode ser escrita na forma:

w(z,t) = ¢(x)e™". (2.12)

Substituindo a Eq. 2.12 na Eq.2.11, dividindo por ¢*! e simplificando temos

" — Bl =0, (2.13)

onde ¢"" denota a derivada de quarta ordem em relacao a x e 3 é expresso por?

Aw?

64:p

—. (2.14)

A expressao da Eq. 2.14 pode ser reescrita em termos de w

|EI
W= p—A52. (2.15)

Introduzindo a variavel ndo dimensional w,,, = B%[*> podemos reescrever a equacao

| BT
W = mwnon. (216)

A variavel w,,, ¢ um nimero nao dimensional da frequéncia natural da barra que, por

como

sua vez, depende das condigoes de contorno.

A Eq. 2.13 com as corretas condicoes de contorno pode ser resolvida analiticamente.

Assim, a Eq. 2.13 tem solugoes do tipo

¢(x) = Age™, (2.17)

2Usaremos ’ para denotar a derivada com relacdo & variavel x e " para a derivada com relacdo a t
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onde Ag e s sao constantes desconhecidas. Substituindo a Eq.2.17 em 2.13 e simplifi-

cando temos a relacao
st —pt=0. (2.18)

Resolvendo a Eq. 2.18 temos

s ==£f;5 = %ifs. (2.19)

Das equacoes 2.17 e 2.19 e utilizando o principio da superposicao temos que a solu¢ao
total de ¢ é
d(x) = A€’ + Age ™ + Aze” + Aje", (2.20)

onde A; sao constantes de integracdo, que sao determinadas pelas condi¢oes de contorno

da barra.

Para uma barra com suas extremidades fixas, como queremos analisar, temos que as

condicoes de contorno sao:
$(0) = 0;¢'(0) =0 (2.21)
=0;¢'(1) = 0.

Usando essas condigoes de contorno na Eq. 2.20 chegamos ao sistema de equagoes

que podem ser representadas na matriz abaixo

! 0 1 o |[a)
’ ! : ! B o (2.23)
cos(fBl)  sin(Bl) cosh(Bl) sinh(pl) C
—sin(5l) cos(Bl) sinh(Bl) cosh(pl) 1D

Fazendo o determinante acima igual a zero temos a equagao caracteristica
cos?(Bl) — 2 cos(B1) cosh(Bl) + cosh?(Bl) + sin?(Bl) — sinh*(Bl) = 0

que se reduz a

1 — cos(Bl)cosh(Bl) = 0. (2.24)

A Eq. 2.24 pode ser resolvida numericamente de onde obtemos, por exemplo, as

quatro primeiras raizes

Bl = 4.73; Bol = 7.85;: B3] = 10.996; 841 = 14.14.
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Entao, temos que as quatro primeiras frequéncias naturais nao dimensionais sao

Wont = 22.373: Wnon2 = 61.673; Wnon.s = 120.90; wpons = 199.859.

Podemos encontrar, ainda, os modos de vibracao substitutindo as raizes 3l nas equa-

coOes contantes na matriz 2.23 de onde obtemos

¢1 = 1.01781 cos[4.73004x] — 1.01781 cosh[4.73004x] — sin[4.73004x] + sinh[4.73004z]
¢o = 0.999223 cos[7.8532z] — 0.999223 cosh[7.8532x] — sin[7.8532x] + sinh[7.8532z]
3 = 1.00003 cos[10.99562] — 1.00003 cosh[10.9956x] — sin[10.9956z] + sinh[10.99562]
s = 0.99999 cos[14.1372z] — 0.99999 cosh[14.1372z] — sin[14.13722] + sinh[14.13724P.25)

Representando em um grafico os modos de vibragao descritos anteriormente e as

respectivas frequencias naturais temos

&%) P2 (x)

- 1.5 ¢
1.0 |
0.5

!

02 04/ 06 08 10

-0.5
-1.0 ¢
1.5+

mral:vr.*,? = 61 673

P on,1 = 22.373.

@3 (x) g
1.5

1.0 10¢

0.5¢

-0.5F
1.0
-1.5F

Onon,3 = 120.90.

0.5

x)

05t 02/ 04 \06 0.8 1.0
-1.0¢f

-1.5F

©non,s = 199.850.

Figura 2.3: Modos de vibracao e frequéncias naturais dos 4 primeiros modos de uma barra
fixa em suas extremidades. Fonte:|§|

2.3 Nao-Linearidade Geométrica

Vejamos agora a deducao da equac¢ao nao-linear do movimento de uma barra com as
extremidades fixas, o que induz a nao-linearidade geométrica. Esta é uma importante

fonte de nao-linearidade em MEMS e NEMS e ocorre quando temos uma grande deflec¢ao
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da barra em relacao a sua espessura. Tal defleccao induz tensao axial e altera a rigidez

da barra de uma forma nao-linear.

Nesta secao assumiremos que as propriedades da barra F, I, A e p sao constantes.
Nao-linearidades devido a inércia e a curvatura da barra sao ignoradas visto que sao bem

menores que a nao-linearidade geométrica.

Assim, a Figura 2.4 representa um segmento da barra antes da deformagao (dz) e de-
pois da deformacao (ds). O deslocamento axial é representado por u(z,t) e o deslocamento

vertical por w(z,t). Note que agora é considerado o deslocamento axial.

y

F

Figura 2.4: Segmento da barra e Diagrama de Forgas. Fonte:|§]

Considerando que as propriedades da barra sao uniformes a posicao do ponto p apoés
a deformacao é expressa por

T=x+uy=w. (2.26)

A variacao da posicao do elemento deformado é expressa pela derivada da equagao anterior

ou
T = _ = 1 - U = —-— = ! . 22
dzx d:c—iraxdm dr(l+u); dy aId:z: w'dx (2.27)

Utilizando a Eq. 2.27 podemos definir o tamanho da deformacao por

ds = \/dz? + dy? = \/(1 +u')2 + w?dx. (2.28)

A deformacao axial € é definida como a mudanca do comprimento do elemento da

barra

ds — dx
e — 2 2
=— —\/(1+u’)+w’ 1. (2.29)

€

Expandindo € em série de Taylor até a segunda ordem temos

2
w'
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Da Figura 2.4 podemos obter as seguintes relacoes para o angulo de deformacao

dij di

senf) = o5 cost) = T (2.31)
Substituindo as Eqgs. (2.27) e (2.28) na Eq.(2.31) nos da
sent) = w ; cost = L+ . (2.32)
V(I +w) V(I + )+
Expandindo em série de Taylor e mantendo até a terceira ordem em w’ temos
senf~w' — u'w' — %ﬁ—i—...; cosf~=1 — %/2—1- (2.33)

Analisando a carga axial de lado direito do elemento da barra, onde o angulo de
deformacao é 6 + 0'dz conforme a Figura 2.4, temos as seguintes relagoes expandidas em

série de Taylor até a primeira ordem:

cos(0 + 0'dx)=cost + (cost)'di + ... (2.34)
sen(0 + 0'di)~senf + (senf)'dz + .. .. (2.35)

Considerando o diagrama do corpo livre da Figura 2.4 e utilizando a Segunda Lei de

Newton na direcao horizontal temos

(N + N'dz)cos(8 + 0'dz) — Ncosh = pAdzii. (2.36)

Substituindo a Eq.2.34 na Eq.2.36 e retirando os termos de mais alta ordem em dz
temos

(Ncost)' = pAii. (2.37)
Aplicando a Segunda Lei de Newton na direcao vertical nos leva a

V —(V 4+ V'dz) + Fdi — Nsenf + (N + N'dz)sen(0 + 0'dz) = pAdiw. (2.38)

Substituindo a Eq. 2.35 na equacao anterior e retirando os termos de mais alta ordem
em dr temos

—V' 4+ F + (Nsenf)' = pAw. (2.39)

As relacoes de momento e curvatura da barra apresentadas nas Eqs. 2.4-2.9 permane-

cem inalteradas e se aplicam a este caso. Apresentamos agora a relacao entre a deformacgao
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e tensao axiais utilizando a Eq. 2.30

12
N:EAEZEA(U/-F%—!—...). (2.40)

Substituindo a Eq. 2.40 na Eq. 2.37, e a Eq. 2.9 ¢ a Eq. 2.40 na Eq. 2.39, e retirando

os termos de ordem mais alta temos, respectivamente,

) . w/2 /
pAi — EAu" = FEA 5 (2.41)
13N\’
pAi + EIw" = EA (u/w'—i—%) +F (2.42)

As equacgdes 2.41 e 2.42 sao duas equacoes diferencias parciais nao-lineares e acopladas
que representam a dinamica da barra com a nao-linearidade geométrica, sendo a primeira

na direcao axial e a segunda na direcao transversal.

Podemos realizar uma simplificacao no caso de barras delgadas de pequeno raio de
rotacado r = /I /A. Neste caso, a frequéncia axial é muito maior que a frequéncia trans-

versal, de modo que o termo pAi da Eq. 2.41 pode ser retirado. Assim, a Eq. 2.41 fica

oo (). o

A Eq. 2.43 nos mostra que a deformacao axial é da mesma ordem que a deformagao

reduzida a

transversal. Integrando duas vezes a Eq. 2.43 em relacao a = temos:

2
o = —w? +ei(t) (2.44)

1 X
u=2 / W?di + e () + ea(t), (2.45)
0

onde ¢ (t) e co(t) sdo constantes de integragdo. Para encontrar estas constantes, utilizamos
as condicoes de contorno de uma barra fixa nas duas extremidades de modo a ter uma

igualdade com o ressonador a ser modelado, ou seja,

u(0,) =0, u(1,t) = 0. (2.46)

Substituindo as condigoes da Eq. 2.46 na Eq. 2.44 e na Eq.2.45 temos que ¢; e ¢y se

resumerln a:

Ni(t) 1 [
c(t) = E11(4> + 2_1/() w?d; ca(t) = 0. (2.47)
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Substituindo as constantes c1(t) e co(t) na Eq. 2.44 e posteriormente na Eq. 2.41,

levando em consideracao que nao ha carga axial temos

FA [!
pAI'[} + EIw" = " (Nl(t) + 7/ w/2d$> + F, (2.48)
0

colocando a equacao na forma adimensional temos

1
~ N A~ ~12
"+ — aw"/ Wdr = F,on, (2.49)
0
_ IPA _ BF AW
onde a = 57, Foon = %7» w = 4.

A Eq. 2.49 é uma equacao nao-linear que é normalmente utilizada para modelar

barras com nao-linearidade geométrica.

2.4 O Método de Galerkin

Para a solucao da equacao da barra representada na Eq. 2.49 temos varias opcoes
de métodos a serem utilizados uma vez que a equacao é de dificil solucao analitica. O
método de Rayleigth-Ritz nao pode ser aplicado uma vez que nao trata sistemas nao
conservativos|12], que é o caso da presente dissertagdo em virtude de um termo dissipativo
que ainda serd incluido. O método de Elementos Finitos, apesar de resolver a equacao,
tem um custo de processamento alto[8]. Nos resta um método de residuos ponderados
chamado Método de Galerkin, que permite a transformagao de uma EDP em uma EDO[8|.
Ele trata sistemas nao conservativos e se mostra computacionalmente eficiente, conforme

veremos a seguir.

Considere um sistema com a equacao e condi¢oes de contorno expressas respectiva-

mente por

Alw) = f (2.50)
Bl(’lU) = Wio, BQ(U)) = W2, (251)
onde w(x,t) é a varidvel dependente no espago x e tempo t, A é um operador diferen-
cial no espaco e tempo, f é o forcamento, B; e By sao operadores de contorno e wyg e

wyo sao condicoes de contorno que aqui assumimos como independentes do tempo. Nos

procuramos solugoes aproximadas para o sistema na forma

w(z,t) = ¢o(x) + Z w; (t) (), (2.52)
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onde ¢o(x) é a solucdo estatica do sistema que satisfaz as condig¢oes de contorno nado
homogéneas da Eq. 2.51. Se as condi¢oes de contorno sdo homogéneas (w9 = wqy = 0)
entao ¢o(z) = 0. O parametro u;(t) é um coeficiente desconhecido, determinado no curso
da solugao. A fungao ¢;(z) é uma fungao aproximacgao. Cada fungao ¢;(x) deve satisfazer

as seguintes condicoes:
e Deve satisfazer a forma homogénea de todas as condigoes de contorno do problema.

e Deve ser n vezes diferenciavel, onde n é a ordem da equacao diferencial do sistema.

e Deve pertencer a um conjunto de funcoes lineares independentes, ou seja, o con-
junto deve conter todas as poténcias de x, garantindo que a solucao convirja com o

aumento de n.

Para problemas estruturais, os modos de vibragao lineares da estrutura sao conside-
rados excelentes escolhas como funcgoes de aproximacao, pois satisfazem as condicoes de

contorno e levam a uma rapida convergéncia da série da Eq. 2.52.

Substituindo a Eq. 2.52 na Eq. 2.50 e levando em consideracao que temos uma solucao

aproximada o que nos leva a um residuo R temos

A

Po(T) + Zuz(t>¢z(x)] - /=R (2.53)

No método dos residuos ponderados o erro ¢ minimizado fazendo com que o mesmo
seja ortogonal para todas as funcoes peso ¢;. No método de Galerkin, 1; é escolhido para
ser o mesmo que ¢;. Assim, multiplicando a Eq. 2.53 por ¢;, integrando a equacao no

dominio do problema I' e minimizando o erro a zero temos

/F 05(2) {A

que pode ser reescrita como

¢o(x) + Zul(t)qﬁl(m)] — f} dor = /ngj(x)Rdx =0 (2.54)

[o@ain@) - nae+ 3 [ eamala=o. (259

Realizando as integrais da Eq. 2.55 temos n equagoes diferenciais no tempo em
u;(t), que podem ser integradas numericamente utilizando o método de Runge-Kutta, por
exemplo. Apés, os resultados sdo substituidos na Eq. 2.52 para obtermos a resposta total.

O ntimero de modos n precisa ser adequado para cada caso para investigar a convergéncia
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da solucao.

A reducao de um sistema de equacoes diferenciais parciais no espaco e no tempo a um
numero de equacoes diferenciais ordinarias no tempo é significativamente vantajoso do
ponto de vista computacional. Este ¢ o maior beneficio de utilizar o método de Galerkin

a0 invés do método de elementos finitos.

2.4.1 Meétodo de Galerkin aplicado a barra com nao-linearidade
geométrica

Como uma ilustracao do método, considere, agora, uma barra fixa nas duas extremi-
dades sujeita a nao-linearidade geométrica conforme Eq. 2.49. Por conveniéncia retiramos

os chapéus da varidvel normalizada de w.

1
. 2
w"” 4w — aw”/ W dx = Foop, (2.56)
0
onde as condigoes de contorno de uma barra fixa nas duas extremidades sao expressas por

w(0,t) = w'(0,t) = 0;w(1,t) = w'(1,t) = 0. (2.57)

Uma vez que as condic¢oes de contorno da barra sdo homogéneas temos que ¢g(z) =0

e a Eq. 2.52 ¢ reduzida a

w(z,t) =Y ui(t)gi(x). (2.58)

=1

Escolhemos ¢;(x),7 = 1,2,... para serem os modos de vibra¢ao da barra. Os modos

de vibracao utilizados sao normalizados, ou seja, A; = 1.

Substituindo a Eq. 2.58 na Eq. 2.56, multiplicando o resultado pelo modo de vibracao

¢; e integrando sob o dominio de 0 a 1 temos

1 n n 1 n 1 n 2
/0 o; (; Ui P; +;ui¢i> dx—l—/o ®; —Q;Ui@/o (;Uk%) = Fhon ¢ du.
(2.59)

A partir da Eq. 2.13 temos que a equagao adimensional que governa a i-ésima frequén-

cia natural e modo de vibracao é dada por

¢ — Wi it = 0. (2.60)
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Em seguida, ¢{” na Eq. 2.59 é substituido por w,, ;¢; conforme definido na Eq. 2.60.

Aplicando a integral em cada termo da equac¢ao temos

n 1 n 1 n 1 1
> / Oinon il + Y i / dsdide — g Y iy / 0;0da / G =
i=1 0 i=1 0 0 0

ik,l=1

1
:/ ¢anondx7 (261)
0
onde Qi = —Q fol ¢]¢fd$ fol Qﬁ;cgbgdx

Os dois primeiros termos da Eq. 2.61 podem ser simplificados utilizando a ortonor-
malidade? dos modos de vibracao o que reduz a Eq. 2.61 para

n

. 2 . s
Uj + Wy U + ikl E wukw = fj; j=1,...,n (2.62)
ik l=1

onde f; = [ ¢j Fronda.

Como exemplo, utilizando somente o primeiro modo para aproximagao (n = 1) temos

que a Eq. 2.62 fica na forma
uy + wi(m,lm + anny) = fi, (2.63)

2 _
onde w;,,, | =

22.37% = 500.564; a1y = —a [, ¢1¢da [} ¢'rde = 151.335a.

A Eq. 2.63 pode ser integrada numericamente no tempo. Uma vez obtido u; o

resultado é substituido na Eq. 2.58 para obtermos a resposta completa do sistema.

2.5 Reducao a um sistema de parametros concentrados

Resolver a EDP 2.48 é numericamente custoso computacionalmente [8], uma vez que
envolve um problema nao-linear e dependente no espaco e tempo. Por esta razao optamos
por aplicar o Método de Galerkin & EDP, que é computacionalmente eficiente, e que reduz
a EDP em um sistema discreto de EDOs. Assim, reduziremos a EDP a um sistema com

um tnico grau de liberdade.

3 A ortonormalidade dos modos de vibraciao pode ser resumida por

1 . .
_ s _J 0 i=7

,onde d;; é o delta de Kronecker.



2.5 Reducao a um sistema de parametros concentrados 29

Introduzindo o coeficiente de amortecimento c¢,,,, na Eq. 2.48 temos
1
W 4 W+ cponth — oy {/ wlzdxl w” = 0. (2.64)
0

Por conveniéncia considere as variaveis aqui como normalizadas.

Aplicando o método de Galerkin a Eq.2.64 no caso em que considera-se apenas um

grau de liberdade temos que
w = u(t)p(x), (2.65)

onde ¢(x) corresponde ao primeiro modo de vibragao da barra.

Substituindo a Eq.(2.65) na Eq.(2.64) e multiplicando por ¢ temos
1
U(t)gbqb”” + cnon¢2u + ¢2U - a1u3¢¢”/ Cb/zdflf = 0. (266)
0

Podemos substituir o termo ¢”” por w?¢ conforme definido na Eq. 2.60 e chegamos a
UP*w? + Cpond*t + $*ii — cqupd"I; = 0, (2.67)

onde I; = fol ¢*da.

Integrando-se em x entre 0 e 1, e considerando-se que fol ¢*dr = 1 temos
1
WU A+ Cpontt 4+ U — ay L1u? / o¢"dxr = 0. (2.68)
0

Agora iremos realizar uma mudanca de variavel na equacdo de modo que a nova

variavel y corresponda ao deslocamento maximo da barra. Assim,

Y = Wmax = u¢1(1/2)7 (269)

onde y é a nova variavel, w,,,, corresponde ao deslocamento maximo ao qual se aplicam as
equagoes de movimento com massa efetiva m.s e k.yy do modelo massa mola e ¢(1/2) é o
primeiro modo de vibra¢ao no meio da barra. Como ¢(1/2) = 1.58815 consequentemente

temos que u = y/1.58815.

Escrevendo ainda em termos de v temos
. . 2 3
Mpontl + Cront + Wit — i Iou” = 0, (2.70)

onde I = [ ¢ da.

Agora substituindo u por y/1.59d uma vez que estavamos com a variavel normalizada,
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mantendo o tempo 1" arbitrario, substituindo «, e aproveitando o fato de que Iy = —1I, =
12.3026 temos,

y3

1.593d3

J 2 Y4 908.12 (dh)’

;
v — 2.71
Mnon ] 504 T o1 59 T “nen ] 594 0 (2.71)

Multiplicando-se a equagao acima por 1.59d e posteriormente por EI/I® e que a

frequéncia para o primeiro modo de vibracao é wy,, = 22.373 chegamos a

. . EI 9 360.05 E1 4
e posteriormente
0.9376
mij+ el + 1.304kes sy + = kepry® = 0. (2.73)
Dividindo por 1.304 temos
. . 0.719
meffy+ceffy+keffy+ Tkeffyg =0, (274)

onde mesp = 0.767Tm, c.pp = 0.767cl € kesp = 384%.

2.6 Microbarra sob a acao de Forca Eletrostatica

Os micro e nanoressonadores além de serem barras que vibram tem na sua dinamica
outro importante fator, a forca eletrostatica devido a diferenca de potencial entre o ele-
trodo e a barra conforme ilustrado Figura 2.5. Assim, é necesséario adicionarmos a forga
eletrostatica a equacao da dinamica da barra deduzida anteriormente, juntamente com a

nao-linearidade geométrica.

I [ |

b X
Microbarra

N
L

Vbc
s t f

Eletrodo estatico

— 0

Figura 2.5: Microbarra sujeita a forga eletrostatica. Fonte: [§]

Considere a barra da Fig. 2.5 de secao retangular A = bh com extremidades fixas. A

barra esta sujeita a uma forca eletrostatica por unidade de comprimento no mesmo molde
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de um capacitor de placas paralelas e definida por

eb[Vpe + Vaccos(Qt))?
o) = wr

(2.75)

onde d é a distancia que separa a microbarra do eletrodo inferior, Vpe é a tensao DC
e Vac e € sdo a tensdo harmonica AC e a frequéncia, respectivamente. A microbarra
é passivel de deformacao devido a forca eletrostitica, mas para o presente caso iremos

reduzir o modelo para uma aproximacao aceitavel de um capacitor de placas paralelas.

Assumindo que a carga axial é zero e adicionando o termo da forca eletrostatica a Fq.

2.48 no forma dimensional temos

EA
EIw"" + ci + pbhiv = Tw”

/l w2 Eb[VDC + VAccOS(Qt)]2 (2.76)
0

2(d — w)?

Como é conveniente normalizar a defleccao da barra em relagao a d introduzimos as

variaveis adimensionais

N t
t = — 2.
i= (2.77)

N w
w:E"I:

~| 8

pbhl4
EI -

onde T' & a escala de tempo definida por T' =

Substituindo a Eq. 2.77 na Eq. 2.76 e retirando os chapéus das variaveis adimensio-

nais, a equagao adimensional que resta é

Ve + Vaccos(Qt)]?
(1 —w)?

1
w////+w+cnonw - ay |:/ U},le':| W' + 042[ (278)
0

Os parametros que aparecem na Equacao sao definidos por

d\? Gel* 12¢l4
_ ) o= — - . 2.
=0 (h) ) 02 Eh3d3’cnon ETbh3’ (2.79)

Assim, até o presente momento, introduzimos dois importantes efeitos na dinamica
da barra: a forca Eletrostatica, comum em véarios tipos de MEMS, e a nao-linearidade
geométrica, relevante no caso de a defleccao da barra ser muito grande em relacao a sua
espessura. Entretanto, nos resta introduzir mais um efeito: A Forca de Casimir, que
deve ser considerada em dispositivos de escala nanométrica conforme veremos no préximo

capitulo.

E importante ressaltar que o Método de Galerkin néo serd aplicado na forca ele-
trostatica e tal calculo serd deixado para trabalhos futuros. Assim, conforme ja dito

anteriormente, a aproximacao de placas paralelas para o ressonador é aceitavel conforme
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ja realizado por [10] e [17].

Retornando a Eq. 2.74, adicionando o termo da forga eletrostatica e por questoes de
conveniéncia, realizamos mais uma mudanca de varidvel na forma s = y/d, onde d é a
distancia entre a barra nao deformada e o substrato. Assim, chegamos a equacao final do
movimento da barra definida por

. ) B
s—l—s—l—as?’—i—’ys—i—mzo, (2.80)

onde B = GOZIQVQ, a = 0.719(d/h)?, v & o coeficiente de atrito.




Capitulo 3

A Forca de Casimir

O efeito Casimir padrao, associado ao campo eletromagnético, foi proposto por H.
B. G. Casimir em 1948 e consiste, essencialmente, na atracao entre duas placas neutras,

paralelas entre si e perfeitamente condutoras, que estao localizadas no vacuo.

O efeito Casimir é causado pelo fato do espaco vazio comportar flutuacoes do vacuo,
particulas virtuais - antiparticulas virtuais que continuamente se formam do vacuo. O
espaco entre as duas placas restringe os comprimentos de onda possiveis para estas parti-
culas virtuais. Como resultado, ha uma menor densidade de energia entre as duas placas
do que no espaco aberto; em esséncia, ha menos particulas virtuais entre as placas que do

outro lado delas, criando uma diferenca de pressao que as empurra uma contra a outra.

Para discutir melhor as origens da Forca de Casimir vamos rever, primeiramente,
alguns conceitos da Mecanica Quantica para chegar ao tratamento quantico do campo

eletromagnético.

3.1 O Oscilador Harmonico Quantico

Analisar o oscilador harmonico quanticamente significa resolver a Equacao de Sch-
roedinger para este sistema a fim de se obter as autofuncoes e os autovalores(niveis de

energia). A Equagao de Schoredinger dependente do tempo tem a forma

0
HY(x,t) = ihaﬁ/(x, t), (3.1)
onde H denota o operador hamiltoniano obtido a partir da hamiltoniana do sistema
cléssico,
2
1
H=2 4 kg (3.2)

2m = 2
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onde k é a constante do oscilador, p ¢ o momento linear, ¢ a posicao e m a massa.

Promovendo-se p e ¢ a condigao de operadores quanticos temos que a hamiltoniana de
um oscilador harménico quantico, que representa a energia do sistema (soma da energia
cinética e potencial) ¢ definida por [13]

P’ 1 2 2
H=—+-mw°q¢". 3.3
5 oM (3.3)
Os niveis de energia possiveis para o oscilador harmonico sao obtidos resolvendo-se a

Eq. Schroedinger independente do tempo que assume a forma

E possivel obter U, (x) utilizando técnicas usuais para a solu¢do de EDOs, entretanto

no nosso caso adotaremos um método algébrico para a obtencao dos autovalores.

Comecamos notando que as equagoes de movimento de Heisenberg tem a mesma forma

que as equacoes de Hamilton

¢ = (h)"'g, H] =p/m (3.5)
p = (ih) 7 'p, H] = —mw?q. (3.6)

Estas equagoes satisfazem a regra de comutagao [¢,p] = gp — pq = ih. Definindo o

operador a e seu adjunto af

1
al = ——(p+ imwq)

vV 2hmw
1

m(p — imwq),

podemos reexpressar p e ¢ em termos destes novos operadores,

_ ot
¢ =1\ 5 —(a—d), (3.7)
p= ,/m;”’(amf). (3.8)

Como [q, p] = ih temos que
[a,a’] = 1. (3.9)

Os operadores definidos acima nos permitem reescrever a hamiltoniana definida na
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Eq. 3.3 como

1 1
H = 571&1(@&T +a'a) = hw(a'a + 5) (3.10)

A funcdo de onda ¥’ = a1 satisfaz a equacdo anterior e é um autoestado de H
conforme

Hy' = (E + hw)y' (3.11)

Assim, podemos concluir que Aw ¢ o intervalo entre os estados e a' e a sdo os operadores
de levantamento e abaixamento, respectivamente, entre esses estados. E importante,

também, calcular a energia fundamental através de
1 hw
Hipo = heo(a’a + )t = -t (3.12)
A Eq. 3.12 estabelece a energia minima ou energia do ponto zero, que vale £ = %,

2
Esta energia é o resultado das flutuagoes quanticas do oscilador harmonico associados ao

principio da incerteza de Heisenberg.

Perceba as diferencas com relagao ao oscilador harmonico classico. No caso classico, a
energia pode ter qualquer valor, sendo determinada pelas condicoes iniciais do problema
(velocidade e posicao iniciais da massa). Ja, no caso quantico, o espectro de energias
consiste em um ntimero infinito de niveis discretos, como ilustrado na Figura 3.1. Vemos
que, para todos os valores da energia, a particula esta ligada, e que os niveis de energia

estao igualmente espacados.

0 x

Figura 3.1: Niveis de Energia

Outra diferenca com relacao ao oscilador classico é que o nivel de menor energia é
diferente de zero como acabamos de ver. Enquanto na Mecanica Classica a menor energia
possivel para o oscilador seria a que corresponde a situacao em que a particula estaria

em repouso no minimo do potencial, ou seja, teria energia mecanica total igual a zero, no
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caso da Mecanica Quantica a relagao de incerteza nao permite esta situacao de termos
a particula com momento zero em uma posicao determinada. Pois, assim, teria posicao
e momento simultaneamente bem definidos. Quanticamente, a posicao e o0 momento da
particula, flutuam em torno do zero, resultando em uma energia média diferente de zero

(sendo zero o minimo do potencial).

3.2 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Seguindo a referéncia [13], demonstraremos agora que um modo do campo eletromag-
nético (EM) é equivalente a um oscilador harmonico, demonstracao essa necessaria para
a quantizacao do campo eletromagnético. As equacoes de Maxwell para o espaco livre de

fontes sao o inicio para a demonstracao

V-E=0 (3.13a)
V-B=0 (3.13b)
. 10B
E=—-— 1
V x =5 (3.13¢)
5 OF
VxB = ,lL()EOE, (313(1)

onde E denota o Campo Elétrico, Bo Campo Magnético e € e pp sao a permissividade

e a permeabilidade do vacuo, respectivamente.

Para um tratamento quantico, devemos descrever as ondas em termos do potencial
vetor E(F, t), relacionado ao campo Magnético pela relagdo B =V x ff, e o potencial
elétrico ®(r,t). Através do rotacional da indugdo magnética definido na equacao 3.13d
obtemos a equacgao da onda

- 10%4
VZA- S =0, 3.14
2 Ot? ( )

escrita no gauge de Coulomb definido por V.A =0 e na auséncia de fontes o= 0.

Assim, podemos obter a solucao das equacoes de Maxwell resolvendo a Eq. 3.14 no
gauge de Coulomb sujeito a condi¢oes de contorno. A Eq. 3.14 admite solu¢es na forma

de ondas monocromaéaticas

AR ) = at)A(F) + a* () Ay(7) (3.15)
= a(0)e ™ A(F) + o (0)e™ A3 (7), (3.16)
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onde Ay satisfaz a Equacao de Helmholtz. Os coeficientes a(t) satisfazem
d? 5
—a=—wn 3.17
dt? ’ (3:17)
de onde obtém-se a(t) = a(0)e**!. Agora, notemos que a hamiltoniana para o campo

eletromagnético
1

"~ 8

pode ser escrita como a hamiltoniana para um oscilador harmonico de massa unitaria

Hp /d%(ﬁ? + B?), (3.18)

usando-se A(7,t) definido na equacio 3.15

Hr = 2%+ 07), (3.19)

onde
ot) = —=la(®) - a’(t) (3.20
P) = —fa(t) +a*(®)]. (3.21)

Var

A hamiltoniana definida acima é valida somente para a onda monocromatica de
frequéncia w, o que sugere ainda que o modo do campo de freqiiéncia w ¢ matemati-

camente equivalente ao de um oscilador harmonico classico de frequéncia w.

3.3 O Campo Eletromagnético no Espaco Livre

Agora, iremos considerar o campo eletromagnético no espaco livre e sem condicoes
de contorno. Entretanto, para normalizarmos nossas fun¢oes devemos impor algumas
condicoes de contorno. Neste caso, podemos propor que o espaco esta contido em uma
caixa de volume V = L3? e impomos ao campo uma condicao de contorno periddica.

Assim, o potencial vetor é da forma:
g(x%—L,y—l—L,z—I—L,t) = /Y(a:,y,z,t). (3.22)
A condicao de contorno utilizada nao tera consequéncias fisicas se L for muito maior

comparado com qualquer dimensao fisica de interesse. Assim, considerando a caixa nor-

malizada e que o potencial vetor para um determinado modo é escrito como

A7) = V12, (3.23)
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onde o vetor unitario €, especifica a polarizacao do modo do campo.

A condigao k.ey, (k.ex, = 0 para satisfazer a condigao V.A(7,t) = 0 no gauge de Cou-
lomb) implica que temos duas possibilidades para ey:ep; e ege. Estas duas possibilidades
correspondem as polarizacoes para o campo eletromagnético de modo que o potencial

vetor pode ser escrito na forma

- o= 2mhe?\ /2 | —iki’| —
Ak)\(T, t) = [am(t)e + ak)\(t)e } €Ly (324)
ka
ou ainda, para uma onda plana,
- orhe®\ /2 . ,
A (7 1) = ( o ) |axa(0)e 47 g ()T | ey (3.25)

onde \ é o indice que representa as possibilidades (1,2) para o vetor unitario ey (polari-
des). O d ! d i dor de criaca
zagoes). Os operadores aj., e agy correspondem, respectivamente, ao operador de cria¢ao

do féton e ao operador de aniquilacao do féton.

Como hé infinitos modos dentro da "caixa", reescrevemos o potencial vetor total para

o espaco livre como o somatoério dos modos

- orhe\ - o
A=Y ( ) [am(t)elk’" + aLA(t)e_’k’"] e (3.26)

wiV
A k

Por analogia com a hamiltoniana do oscilador quantico definido na Eq. 3.3, o hamil-

toniano do campo para infinitos modos consiste em

1
Hr = Z hwoy, (a,twm + 5) . (327)
kX

Essa é a hamiltoniana para infinitos osciladores harmonicos desacoplados.

. ~ o 1
Os autovalores da energia do campo E sdo: ), hwk (nm + 5). Neste caso, o campo
eletromagnético é caracterizado pelo conjunto dos nimeros de fétons ng,. Assim, o estado

niy tem um total de f6tons >, nyy e energia
E = g | ngy + 1 (328)
kA 2

Assim chegamos a teoria quantica do campo eletromagnético no espaco livre, onde os

estados estacionarios sao descritos por fétons de energia Awy, e momento hk.

Observamos ainda que o campo eletromagnético no vicuo com auséncia de foétons
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(ngx = 0) tem uma energia %, chamada de energia do ponto zero associada a cada modo
com indices k e A. E essa energia que da origem a teoria do efeito Casimir que veremos

na proxima segao.

3.4 Efeito Casimir

3.4.1 Calculo da Forca de Casimir

A energia de Casimir entre duas placas paralelas corresponde a diferenca da energia
das placas a uma certa distancia com aquela para placas infinitamente separadas [13].

Deste modo, o cdlculo da energia de Casimir se resume a

U(d) = E(d) — E(co). (3.29)

Para calcular E(d), consideramos o campo EM no interior de uma caixa retangular
com paredes perfeitamente condutoras (Fig. 3.2). Consideramos uma caixa com dois

lados iguais e um lado igual a d, correspondendo a separacao entre as placas.

/ Placas Metélicas

S

Flutuagtes no vicuo Forga de Casimir

Figura 3.2: Placas metalicas a uma distancia d

Partindo da equacgao de onda para o campo elétrico no espaco livre e de suas compo-

nentes x, y e z, e utilizando as condi¢oes de contorno impostas pela caixa, chegamos a
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energia do vacuo no interior da cavidade

m2  n2]1Y? 1/2
=Y whe [LQ +—+ dg] = he(kl+k +k2) (3.30)
l,m,n I,m,n
onde k, = %T, ky = "% ek, = 7%, com [, m,n inteiros e maiores que zero, d ¢ a distancia

entre as faces da caixa que estao sendo consideradas como placas paralelas e L é tamanho
de dois lados da caixa. [,m e n sao inteiros positivos e representam os diferentes modos

no interior da caixa.

Partindo da equacao 3.30 temos que, no limite em que L — oo, pode-se repor a soma

sobre [ e m por uma integral. Assim, quando L — oo, temos

n'm 2] v (3.31)

= —h dk, dk, | k2 k2
CZ / / [ + -
Analogamente se d — oo,

E(oc :—hC—Z/// dhpdhydeo k2 + b, + k2. (3.32)

Substituindo ambos os casos na equacao 3.29 e ap6s alguma &lgebra e utilizacao da

formula de Fuler-Maclaurin obtemos a energia de Casimir expressa por

Ud) = — (;T;OZ(;) L2 (3.33)

A forca de Casimir esté relacionada & variacao dessa energia, F' = de modo que

E)d’
entre as placas existe uma pressao atrativa definida por

Py = 2D _ _ (27;07?;) . (3.34)

A titulo de conhecimento, a pressao de Casimir entre duas placas perfeitamente con-

dutoras com um distancia entre si de 10nm equivale aproximadamente a latm.

3.4.2 Forca entre dielétricos

A equacado 3.34 definiu a forca de Casimir entre duas placas paralelas, infinitas e
perfeitamente condutoras. Entretanto a consideracao de condutividade perfeita para a
expressao 3.34 em todas as freqiiéncias se torna impraticavel. Assim, temos que realizar

algumas alteracoes na expressao citada para considerar as propriedades dielétricas do
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meio.

Em 1956 Lifshitz [9] desenvolveu uma teoria macroscopica de forca entre dielétricos.
Os seus resultados foram ao encontro daqueles da teoria microscopica com a adicao das
forcas intermoleculares, quando as constantes dielétricas estao proximas a unidade, mas
ao mesmo tempo eram diferentes. No caso limite para condutores perfeitos, a forca entre

placas se reduzia a forca de Casimir.

Vamos agora considerar o caso de um meio com funcdo dielétrica e3(w) entre dois
outros meios com fungoes dielétricas €;(w) e €z(w). Esses meios ocupam regioes 0<z<d,

z < 0 e z > d, respectivamente, conforme a Figura 3.3.

Nosso ponto de partida é calcular as frequéncias dos modos do campo EM formado nas

camadas dielétricas. Para isso devemos considerar solu¢oes do tipo E(7,t) = Ey(r)e ™

e E(F, t) = By(F)e~™* para as equagoes de Maxwell.

z=0 z=d

Figura 3.3: Camadas com diferentes fungoes dielétricas

A solucao das equacoes de Maxwell nas regides z < 0, 0 < z < d e z > d nos levam

as seguintes expressoes para a componente z do campo elétrico

e.(z) = Aef7 2 <0 (3.35)
e.(z) = Bef3 4 Cef57 0<2<d (3.36)
e.(z) = Def* z>d (3.37)

onde K; = \/k? — ¢;(w)w?/c2.

Posteriormente devemos utilizar as condigbes de contorno pelas quais 1) ee,(z) e
de./dz, e 2) e, e de,/dz sdo continuos em z = 0 e z = d. Neste caso, e,(z) é a componente

na direcao Z da solucao proposta.

Utilizando o fato de que €e,(z) e de. /dz sdo continuos em z = 0 e z = d, temos quatro
equacoes para os coeficientes A, B, C' e D de modo que ap6s o calculo do determinante

da matriz dos coeficientes temos a seguinte expressao
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(esK1) + (e1K3)(e3 Ko + €2K3)62K3d B
(€3K1) - (€1K3)(€3K2 - €2K3)

1=0 (3.38)

Do mesmo modo o fato de que e, e de,/dz sao continuos em z = 0 e z = d nos leva

ao seguinte resultado,
(K1 + K3)(Ks + K;) 2sd _

(K1 — K2) (K2 — K3)

1=0 (3.39)

As equacoes 3.38 e 3.39 sao as condicOes para as frequéncias permitidas dos modos

do campo eletromagnético.

3.4.3 Energia do ponto zero dos modos de superficie
Consideramos, agora, a energia do ponto zero associada aos modos de superficie
E(d) = Z 1h(-"-}na =+ Z 1hﬁ"-)nb (340)
n 2 n 2 ’

onde wy, e wy, 880 as frequéncias associadas com os modos de 3.38 e 3.39, respectivamente.

A soma de todos os modos em 3.40 inclui os valores continuos de k, e k,

L? L?
> = (% )/dkx/dkyz - (% ) /ZWkde, (3.41)
n N N
onde L corresponde ao tamanho dos lados = e y da caixa de quantizacdo e ), a soma

de todas as solugoes de 3.38 e 3.39 para w(k).Assim,

E(d) = Z—f /O " dkk [Z wia(k) + Zwa(k:)] . (3.42)

Aplicando o teorema do argumento temos que a Eq. 3.42 se torna

-1 () [ o]

onde F,(w) e Fy(w) correspondem a parte esquerda das Eqs. 3.38 e 3.39. C é a curva

fechada definida pelo eixo imaginario do plano complexo w e do semicirculo na metade
desse plano, com o raio do semicirculo tendendo ao infinito. Assim, podemos dizer que

somente a parte complexa tem contribuicao para a energia do sistema. Definimos assim
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Go(§) = F,(i€) onde a = 1,2, ou ainda

. (€3K1> (EIK )(63K2 + €2K3> 2Ksd
Gall) = (e5k1) — (1K) (e3Kz — e2ks) b (3:44)
_ (G K2)(K2 + K3) (2Ksd _
onde €; = ¢;(if) e K7 = k> + ¢;(i€)€* /.
Assim a expressao da energia é dada por
hLQ o] [ee] [e’¢)
E(d) = @/0 dkk {/_OO d¢log G, (&) + /_OO d¢ log Gb(i)} , (3.46)

onde G,(&) e Gy(§) sao escritas em funcdo das expressoes 3.38 e 3.39.

Através da equacao da energia chegamos a pressao entre as camadas dielétricas P(d) =

F(d) 1 98U
d)——i/oodkk/oodgl( X
o2 0 0 3

. ({(631(1) (@ Ks) (Ko + ) ey 1] o {(K1 + ) (K + K3) i 1] —1> |

L2 T IL?9d’
(€3K1) — (61K3)(€3K2 — €2K3) (Kl — KQ)(KQ — Kg)
(3.47)

A equagao 3.47 pode ser alterada através da introducao das variaveis p e s o definidas

por:
2
k2 = %(ﬁ ~1) (3.48a)
2 2
K2, = j2 4 925 %332 (3.48b)
I C b

Assim a equagao 3.47 se transforma em:

P(d) = d dege)”
27T263/ pp/ £€7¢es

(e351) + (e1p)(essa + eap) 2padfe _ (s1+p)(s2+Dp) 2pEdfe _ -
(Lessl) —(ep)(esss —eap) 1] oy ] ) '

(3.49)

A Eq. 3.49 nos da a pressao entre as camadas dielétricas 1 e 2 e estd de acordo com

[9] quando consideramos que ha vacuo na camada 3 (e3 = 1).

Considerando que a forca definida em 3.49 varia em funcao da distancia das placas e

do material a ser utilizado, o que é bastante comum em MEMS e NEMS, devemos analisar
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casos especificos quanto a distancia utilizada entre as placas bem como o material a ser

utilizado conforme os casos a seguir:

1)Forga entre placas condutoras perfeitas: No caso de placas condutoras per-
feitas separadas pelo vacuo, fazemos €9 — 00 e e3—1. Assim a equagao 3.49 se reduz a

forca de Casimir definida na equacao 3.34.

2)Placas dielétricas com pequenas separagoes: Para placas dielétricas com pe-
quenas separagoes (s;2 = p) (€1 = €2 = €,€3 = 1) temos que a equagido 3.49 se reduz

a.:

12

h o ° z? H
Fld)= - ———= d d. = — .
(4) 167r2d3/0 x/o g(%)%x—l 6rd3’ (3:50)

onde H é a constante de Hamaker para o material utilizado. Ressalta-se que para pequenas

distancias a forca varia com d=2 reduzindo-se, entdo, a forca de van der Walls.

3)Placas dielétricas com grandes separacoes: Grandes separagoes sao definidas
por d >> ¢/wp, onde wy € a frequéncia que ocorre uma significante absorgao pelo dielétrico.

Assumindo novamente que €; = €3 = € e que €3 = 1 temos que a equacao 3.49 se reduz a:

h c\% [ < g3 s+ep\’ B s+p\°
Fd:——(—)/ d 2/ dr © 1 T 1
(d) 2m2c3 \2d 1 bp 0 xp‘*X s —ep ¢ sS—p ¢
que pode ser reescrita como,
hC
(3.51)

o2 gd

+

F(d) =
evidenciando que a forca varia com d~*.

Uma vez visto a variacao da forca definida na Eq. 3.49 em relagao a distancia entre as
placas, vejamos agora como se comporta a forca em funcao de alguns materiais conhecidos
na fabricagao de MEMS e NEMS conforme [6].

Alguns materiais como o ouro sao utilizados na fabricacao de microsensores, microa-
tuadores e em nanoressonadores. Assim, apresentamos na Fig. 3.4 o gréafico do fator de
correcao da forca da Casimir 7 pela distancia entre as placas d. O fator n pode ser defi-
nido como a razao da pressao entre as placas calculada pela Teoria de Lifshitz e a pressao
de Casimir entre placas perfeitamente condutoras. Através do grafico da Fig. 3.4 vemos
claramente que a distancia de aproximadamente 1pum a Forca de Casimir equivale aquela
calculada na Teoria de Lifshitz, entretanto para a distancia em torno de Inm vemos que a
forca se comporta com d® reduzindo-se, assim, a forca de van der Walls e indo ao encontro

com o calculado anteriormente.

-1
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] T

0.8

0.6

04

10"

10

-7

10

6

d(m)

Figura 3.4: n versus distancia d para o ouro (Fonte:|6])

O silicio é outro material utilizado em MEMS e NEMS de modo que podemos observar
o comportamento do fator de corregao n em funcao da distancia através da Fig. 3.5. Ha
que se observar aqui o pequeno efeito que a variacao de temperatura traz ao valor de
n. Para temperaturas proximas a 700K e com grandes separagoes o fator de correcao n
muda significativamente e para pequenas separacoes nao ha diferenca em relagao a curva
de 0K. Ressaltamos que apesar de P(d) depender da temperatura, as equagoes anteriores

sao consideradas para T = 0.

—_ "_'7(
03 c-Si 0K - ST
------ ¢c-Si 300K .
- | === ¢Si 700K 5 _
== aSi 0K -
0.2 — —
—
0.1 — _
O | IIIIII| | IIIIII| [
9 8 7 6
10 10 10 10

d (m)

Figura 3.5: n versus distancia d para o silicio (Fonte:|6])
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3.5 Forca de Casimir e Equacao da barra

A equacao do ressonador definida no capitulo 2, com a nao-linearidade geométrica,
forca eletrostatica e atrito, apesar ser um bom modelo para descrever a dinamica da
barra, ainda necessita da inclusao do termo da forca de Casimir para garantirmos que a
distancias da ordem da nandmetros a dinamica seja descrita corretamente. Assim a Eq.

2.80 fica da forma

A B
545+ asd+y5+ + =0, (3.52)
240(1 + s)* " 2(1 + s)2

w2 hebl

onde o termo ++S)4 se refere a Forca de Casimir com A = g

240(



Capitulo 4

Dinamica Nao-Linear

O comportamento da maioria dos sistemas fisicos pode ser normalmente considerado
como nao-linear, com excegao de alguns poucos casos que podem ser reduzidos a dinamica
linear [18|. Entretanto nas escalas micrométrica (MEMs) e nanométrica (NEMs) temos
a influéncia de muitas fontes de nao-linearidades [8], motivo pelo qual estudar o presente

capitulo ¢é essencial para a abordagem do sistema que serd apresentado adiante.

A dinamica de muitos sistemas fisicos pode ser modelada através de equactes dife-
renciais ou mapas iterativos. As equacoes diferenciais descrevem a evolucao temporal dos
sistemas de modo continuo, enquanto nos mapas iterativos o tempo é uma variavel dis-
creta. As equacoes diferenciais sao muito utilizadas em ciéncias e engenharia ao passo que

mapas iterativos sao muito tteis em sistemas biologicos e modelos mateméticos simples.

As equacoes diferenciais citadas acima sao divididas em dois tipos: equacoes diferen-
ciais ordinérias e equagoes diferenciais parciais. Para o primeiro tipo temos somente uma

varidvel independente como é o caso do oscilador amortecido,

2

d*x dx

No segundo caso h& duas ou mais varidveis independentes.

ou  O%*u

Como os casos apresentados nesta dissertagao serao puramente temporais, nos con-

centraremos somente nas equacoes diferenciais ordinarias.

Uma maneira muito comum de representar equacoes diferenciais ordinérias é feita
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através do sistema de equacoes
Zfl = fl(ZL‘l, e ,l'n)

(4.3)
.’L:n = fn(fEl, N ,.Z’n)
lembrando que neste caso &; = dz;/dt, onde n é igual a ordem da equagao original.

Para ilustrar, podemos reescrever a Eq. 4.1, utilizando as variadveis r1 =z e 19 = T,

na forma do sistema

SL:l = XT3
. b k
Ty = ——Tyg— —X7. (44)
m m
O sistema acima ¢ dito linear, uma vez que tanto x; quanto zs aparecem em termos
lineares. Um contraexemplo deste tipo de situagao é encontrada no caso do péndulo que

é governado pela equacao

i+ %sen(x) — 0, (4.5)

onde x é o angulo do péndulo em relacao a vertical, g é a aceleracao da gravidade e L é

o comprimento do péndulo. Reescrevendo a equacao temos o sistema nao-linear:

1;1 = X2
: g
Ty = —Zsen(xy). (4.6)
L
O termo nao-linear, representado pela funcao seno, torna impossivel expressarmos uma
solucao analitica em termos de fungoes simples, como ocorre para o oscilador harménico
da Eq. 4.1. Entretanto, uma aproximagao para pequenos angulos sen(x) ~ x lineariza a

expressao do péndulo.

No intuito de nao perder informacao sobre o sistema e tornar a andlise mais simples,
podemos obter uma descrigao qualitativa da dinamica a partir do seguinte procedimento:
construimos um espaco abstrato, chamado espaco de fases, cujas direcoes sao dadas pelas
coordenadas (x1, 2o, ...,x,). Neste espaco, representamos os possiveis fluxos de solucoes
do sistema. Para estimarmos estas solucoes, obtemos pontos de equilibrio da dinamica,

determinados pela condicao
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filzy,20,,,,2,) = 0 (4.7)
folzi, 29, ,,,2,) = 0 (4.8)

(4.9)
fulz1, T2y, 5, 2,) = 0. (4.10)

Em torno destes pontos fixos exploramos solugoes considerando leves perturbacoes

nao-lineares, como sera discutido mais adiante.
Sistema Autonomo e Sistema Nao auténomo

Podemos definir um sistema autdénomo e um sistema nao auténomo considerando o

seguinte sistema de EDOs:

dx

% = 9§ =g(z,y) (4.11)

Se as funcgoes f e g nao dependem do tempo explicitamente, dizemos que o
sistema é auténomo. Se f e g dependem do tempo, ou seja, f = f(z,y,t) ou g =

g(z,y,t), o sistema é conhecido como nao auténomo.

Mas como devemos tratar um sistema nao autdénomo? Um meio de tratar tal sistema
é transformar o tempo numa variavel independente, isto é, t = z, tal que fl—j = 1 de forma
a reduzir uma EDO nao autonoma num sistema autoénomo. Com esse método sempre

podemos remover a dependéncia temporal adicionando uma dimensao extra ao sistema.

4.1 Pontos Fixos e Estabilidade

Antes de apresentarmos os sitemas lineares de duas dimensoes vejamos alguns con-

ceitos de estabilidade e pontos fixos de um sistema dindmico.

Counsidere um fluido se deslocando ao longo do eixo x com uma velocidade local f(z).
O fluxo esta para a direita se f(z) > 0 e para a esquerda se f(z) < 0. Para encontrarmos
a solugao de & = f(x) colocamos uma particula em uma condigao inicial z( e observamos
como ela se desloca ao longo do tempo (através de alguma funcdo z(t)). Esta funcao z(t)
é a trajetoria e a solucdo da equacao diferencial para a condicao inicial xq. As figuras

que nos permitem visualizar as diferentes trajetorias do sistema dado sao chamadas de
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retrato de fase.

O retrato de fase é controlado pelos pontos fixos z*, definidos por f(z*) = 0, uma vez
que indicam pontos onde nao ha fluxo. Na figura 4.1, o ponto preenchido é um ponto fixo

estavel e o ponto nao preenchido é um ponto fixo instavel.

Figura 4.1: Exemplo de retrato de fase

Assim, a estabilidade de um ponto fixo é determinada pelas linhas de fluxo do retrato
de fases em torno deste ponto. Caso as linhas sejam convergentes ao ponto em todas
as dire¢oes, como o ponto cheio da Fig. 4.1, dizemos que o ponto fixo é estavel. Caso

contrario, se a linha de fluxo diverge em todas as direcoes, entao o ponto fixo ¢ instavel.

Para sistemas unidimensionais, as tnicas possibilidades existentes para a natureza
destes pontos é a estabilidade ou instabilidade. No entanto, como veremos nas proximas
secoes, o aumento da dimensao produz um aumento na riqueza do comportamento destes

fluxos.

Como exemplo, seja & = 22— 1. Para encontrarmos os pontos fixos fazemos f(x*) = 0.
Assim, temos que z* = +1. Para determinarmos a estabilidade do sistema fazemos o
grafico de 22 — 1 conforme figura 4.2. O fluxo esta para a direita onde 22 — 1 > 0 e para

a esquerda onde 22 — 1 < 0, de modo que z* = —1 é estavel e 2* = 1 ¢ instavel.
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flx)=x* -1

—— — / -—

Figura 4.2: Retrato de fase

4.2 Fluxo no Plano

4.2.1 Sistema linear de 2 dimensoes

Um sistema linear de 2 dimensoes é definido por,

T = axr+by
y = cr+dy (4.12)

onde a, b, ¢, d sao parametros. O sistema acima pode ser reescrito da seguinte forma:

a b T
onde A = exr = )
c d Y

Como exemplo, considere um oscilador harmonico simples do tipo massa-mola gover-

T = Ax

nado pela seguinte equacao;
m + kx =0 (4.13)
onde m é a massa, k é a constante de mola e x é o deslocamento da massa em relacao a

posicao de equilibrio.

A equacao acima tem facil solucao analitica em termos de senos e cossenos porque
é uma equacao diferencial linear. Para as equagoes nao-lineares normalmente é dificil,
se nao impossivel, encontrar solucoes analiticas, de forma que precisamos desenvolver

métodos que revelem o comportamento do sistema sem resolvé-lo.

O oscilador tem um estado caracterizado pela posicao x e velocidade v. Assim, rees-
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crevendo a equacao do oscilador temos:

v = —wim, (4.14)

onde w = \/E
m

Assim, o sistema 4.14 pode ser interpretado por um campo vetorial no espaco de fase
onde temos um vetor (i, ) = (v, —w?r) para cada ponto (z,v). A figura 4.3 representa o

campo vetorial citado.

Figura 4.3: Campo vetorial do sistema

Assim, imaginando o campo vetorial como o fluxo de um determinado fluido, para
determinarmos o retrato de fase, basta colocarmos uma determinada particula no fluido

e observar sua trajetoria.

A origem do grafico acima é um ponto de fase sem movimento pois (&,9) = (0,0)
quando (z,v) = (0,0), de modo que a origem é um ponto fixo. Entretanto uma particula
se movendo nesse fluido a partir de qualquer local, eventualmente pode circular e retornar
ao ponto inicial, de modo que tais trajetorias do grafico sao chamadas de 6rbitas fechadas

conforme figura 4.4, o que também caracteriza um sistema conservativo.
Assim, podemos concluir que as orbitas fechadas correspondem ao movimento perio-

dico do oscilador e a origem é o ponto de equilibrio do sistema.

a O
Outro exemplo é o sistema linear definido por £ = Az, onde A = < )
0 —1
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n
N

Figura 4.4: Retrato de fase do oscilador

Assim o sistema pode ser definido por

T = ax (4.15)
y = —v, (4.16)

o que nos mostra que as duas equacoes sao desacopladas, de modo que podemos resolvé-las

separadamente. As solucoes sao

x(t) = xpe™ (4.17)
y(t) = yoe ™. (4.18)

Podemos obter retratos de fase diferentes com diferentes valores de a conforme Fig.
4.5. Em todos os casos, y(t) decai exponencialmente. Quando a < 0, x(t) também decai

exponencialmente e todas as trajetorias vao em direcao a origem com t — oc.

Na Figura 4.5a, temos que a < —1 o que faz com que x(t) decaia mais rapidamente

que y(t). Neste caso o ponto fixo z* = 0 é um no estével.

Na Figura 4.5b temos que as taxas de decaimento sdo iguais para x(t) e y(t) e por

isso temos linhas retas em direcao a origem.
Quando —1 < a < 0 temos que y(t) decai mais rapidamente que x(t).

Na Figura 4.5d, quando a = 0 alguma mudanga drastica ocorre de modo que x(t) =

e temos uma linha inteira de pontos fixos no eixo x.

Quando a > 0 (Fig. 4.5e), z* se torna instavel devido ao crescimento exponencial na
direcdo x. As trajetorias desviam de z* e vao para o infinito. A excecao ocorre quando

a trajetoria comecga no eixo y. Neste caso ela vai até a origem. Assim, z* = 0 é o que
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(@) a<-1 (b)y a =-1 (c) =-l<a<0
/A
(d) a=0 (e) a>0

Figura 4.5: Retratos de fase

chamamos de ponto de sela.

Os pontos fixos das Figuras 4.5a-c, * = 0 é um ponto fixo de atragao, visto que todas

as trajetorias que comecam proximas a x* se aproximam com ¢t — 00.

Dizemos ainda que um ponto fixo é neutramente estavel se nao ha atracao com o
passar do tempo, entretanto a trajetoria permanece proxima de onde comegou (Figura

4.5d).

Um ponto ainda pode ser instavel, uma vez que a trajetoria diverge com o passar do

tempo (Figura 4.5e).

4.2.2 Classificagao de Sistemas Lineares

O ultimo exemplo da secao anterior tem dois zeros em sua matriz A, entretanto
precisamos generalizar em uma matriz 2x2 para podermos investigar todos os retratos de

fase possiveis.

Para o caso geral procuramos trajetorias do tipo
z(t) = M, (4.19)

onde ¥ # 0 é um vetor fixo a ser determinado, e A\ a taxa de crescimento, também a ser

determinada.
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A

Para encontrarmos as condigdes em ¢ e A, substituimos z(t) = eMv em & = Az, e

obtemos AeMv = eMAv, que nos diz que a solucdo existe se v é um autovetor de A com o

correspondente autovalor .

De modo geral os autovalores de uma matriz sao obtidos pela equacao caracteristica

det(A — AI) =0, onde I é a matriz identidade. Para uma matriz 2x2

a b
A:<c d), (4.20)

de modo que a equagao caracteristica é

a— A\ b
det = 0. (4.21)
c d— A

Expandindo o determinante temos
M —TA+A=0, (4.22)
onde T =tr(A) =a+de A =det(A) = ad — be.

Assim temos que as rafzes(autovalores) sao

SIS V.Y

VP —4A
Ay = = 72 , (4.24)

de modo que os autovalores dependem exclusivamente do traco e do determinante da

matriz A.

Normalmente \; = Ao. Neste caso, um teorema da algebra linear diz que os auto-
vetores correspondentes v; e vo sao linearmente independentes e abrangem todo o plano.
Assim, qualquer condicao inicial xy pode ser escrita como uma combinacao linear de

autovetores oy = c1v1 + CoUs.

Podemos escrever ainda a solugao geral para z(t)

z(t) = creMto; + ey, (4.25)

Repare que a solucao é uma combinacao linear das solugoes de & = Ax e que a mesma,

satisfaz a condigao inicial x(0) = .

Classificacao dos Pontos Fixos
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Como mostrado na secao anterior, para construirmos os retratos de fase dos sistema
dinamicos basta conhecer os autovalores e os autovetores. Entretanto ha um diagrama que
representa todos os retratos de fase possiveis utilizando apenas o traco e o determinante
da matriz A (Fig. 4.6).

pontos de sela

“Espiral estiv
eyt

05 estavels

estrelas e noés degenerados

Figura 4.6: Trago x Determinante

Toda a informagao do diagrama é retirada das formulas:

Mo = % (7‘ + m) (4.26)

A = Ak (4.27)
T = )\1"‘/\2. (428)

As seguintes observagoes sao realizadas para o diagrma da Fig. 4.6: 1) Se A < 0, os
autovalores sao reais e tem sinais opostos, entao o ponto fixo é um ponto de sela.
2) Se A > 0, os autovalores sao reais com o mesmo sinal(nos), ou complexos conjugados
(espirais e centros). A parabola 72—4A = 0 ¢ a fronteira entre nos e espirais; estrelas e nos
degenerados residem nessa parabola. A estabilidade dos nos e das espirais é determinanda
por 7. Quando 7 < 0, ambos os autovalores tem partes reais negativas, entao o ponto
fixo é estavel. Espirais instaveis e nés tem 7 > 0. Centros estéveis residem onde 7 =0 e
os autovalores sao puramente imaginarios.
3) Se A = 0, pelo menos um dos autovalores é zero. Assim ,a origem nao é um ponto fixo

isolado e ha uma linha ou um plano de pontos fixos, se A = 0.

A titulo de ilustracao a Figura 4.7 mostra os varios tipos de retratos de fase dos

sistemas citados no diagrama.
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Centro(ciclo) Espiral

Mo estavel

Estrela

Figura 4.7: Retratos de fase

4.3 Plano de Fase

Nesta secao trataremos de sistemas nao-lineares de duas dimensdes utilizando para
tanto o conhecimento das se¢Oes anteriores onde abordamos alguns conceitos para os

sistemas lineares.

4.3.1 Retratos de Fase

A forma geral de um campo vetorial no plano de fase é

o = fi(wr,29) (4.29)
Ty = folw1,22), (4.30)

onde f; e fy sdao funcoes dadas. O sistema pode ser escrito de forma mais compacta na

notacao vetorial como

i = f(x), (4.31)
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onde x = (x1,23) e f(z) = (fi(x), fo(z)). Aqui z representa um ponto no plano de fase,
e = € o vetor velocidade desse ponto. Fluindo ao longo do campo vetorial, um ponto de

fase traca a solugao z(t), correspondendo a trajetoria no plano de fase.

x(1)

Figura 4.8: Trajetoria

Para sistemas nao-lineares, nao ha forma de encontrarmos as trajetorias de forma
analitica, mesmo quando férmulas explicitas estao disponiveis uma vez que elas sao com-
plicadas. Assim, temos que tentar o comportamento qualitativo das solug¢oes. Podemos
fazer isso tentando encontrar o retrato de fase diretamente das propriedades de f(z).

Nesses sistemas, ha uma grande variedade de retratos de fase, um exemplo é a Fig. 4.9

R\

Figura 4.9: Retrato de fase

Devemos destacar algumas caracteristicas que sempre devem ser analisadas em qual-

quer retrato de fase:

e Os pontos fixos, como A, B e C da Fig. 4.9. Pontos fixos satisfazem f(z*) = 0, e

correspondem a estados de equilibrio do sistema.
e As orbitas fechadas, como D da Fig. 4.9. Elas correspondem a solugoes periodicas.

e A organizacdo das trajetorias perto dos ponto fixos. Os fluxos em A e B sdo pare-

cidos, mas o fluxo em B é diferente.

e A estabilidade ou instabilidade dos pontos fixos e orbitas fechadas. Na Fig. 4.9
os pontos fixos A, B e C sao instéveis visto que trajetorias proximas tendem a se

afastar deles. A orbita fechada em D é estavel.
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Para resultados quantitativos podemos utilizar a integracao numeérica de & = f(x).
Para isso utilizamos o método de Runge-Kutta conforme veremos no capitulo referente a

simulacao da dinamica do ressonador em barra.

4.3.2 Pontos Fixos e Linearizacao

O processo de linearizacao nos permite determinar os pontos fixos e 6rbitas proximas

a eles como um sistema linear.

Considere o sistema

i = f(z,y) (4.32)
y = g(z,y), (4.33)

e suponha que (z*,y*) é um ponto fixo, ou seja,
f(z*,y") =0, g(z",y") = 0. (4.34)

Seja u = x —x* e v = y — y* as componentes de pequenas pertubacoes proximas
ao pontos fixo. Para verificarmos se a pertubacao cresce ou decai, precisamos definir as

equacoes diferenciais para u e v. Vejamos a equacao de u:

r = u
= f(z"+u,y" +0)
of of

_ * * —J ) 2 2
= f(x ,y)—i—uax—i—vay—FO(u , U7, uv)

= ua— + ==+ O(u?, v?, uv) (4.35)

Lembramos que as derivadas parciais na equacgao anterior devem ser avaliadas no
ponto fixo (z*,y*) e que O(u?, v?, uv) sdo termos quadréticos em u e v devido a expansao
de Taylor na deducgao anterior. Esses termos quadraticos sao extramamente pequenos se

considerarmos que u e v também sao pequenos.

De forma similar temos em v

- dg dg 2
U= um- +vay + O(u2,v°, uv). (4.36)
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Assim a pertubacao (u,v) evolui de acordo com

U of of u

= ‘;”” Oy + O(u?, v, uw). (4.37)
: g 99
0 oe oy )\

of of

_ ox Oy

A= % a
or Oy (

¢ a matriz Jacobiana do ponto fixo (z*, y*).

A matriz
T*,y*)

Como os termos quadraticos sao muito pequenos, podemos retird-los da equacao e

assim obtemos o sistema linearizado

U of of u
DGR e

Lembramos que o sistema linearizado pode ser analisado com os autovalores, autove-

tores, traco e determinante, vistos na segao 4.2.2.

Voltando aos pequenos termos quadraticos desprezados na Eq.4.37, nos perguntamos:
serd que realmente tais termos nao fazem diferenca no retrato de fase? A resposta é que
nao fazem diferenca desde que o ponto fixo para o sistema linearizado nao seja um dos
casos de fronteira da Fig. 4.6, ou seja, se o sistema linearizado indica uma espiral, um né
ou uma sela, entao o ponto fixo é realmente um no, espiral ou uma sela para o sistema

nao-linearizado [1].

Os casos de fronteira (centros, nés degenerados, estrelas) sdo mais delicados uma vez
que podem ser alterados devido a pequenos termos nao-lineares. Como exemplo para o

caso, vejamos o seguinte sistema nao-linear:
& = —y+av(z®+9?) (4.39)

y = x+ ay(x2 + y2), (4.40)

onde a é um parametro.

O sistema pode ser linearizado simplesmente omitindo os termos nao-lineares (ponto

fixo na origem) com & = —y e y = = de modo que a jacobiana é

0 —1
(1 . > (4.41)
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que tem 7 = 0 e A = 1 > 0, entao a origem é sempre um centro de acordo com a

linearizagao.

Entretanto podemos passar o sistema nao-linearizado para coordenadas polares que

fica da forma

6 = 1, (4.43)

Assim, vemos que as trajetorias dependem de a conforme Fig. 4.10

Figura 4.10: Retratos de fase

Se a < 0, entdo r(t) — 0 com o passar do tempo. Neste caso a origem é uma espiral
estavel. Se a = 0, entdo r(t) = ro para todo ¢ e a origem é um centro. Se a > 0, entdo

r(t) — oo e a origem ¢é uma espiral instavel.

Assim, vemos que qualquer perda em um sistema desse tipo transforma um centro
em uma espiral. De modo similar estrelas e nos degenerados podem ser alterados por
pequenas ndo-linearidades, entretanto sua estabilidade nao se altera (uma espiral estavel
pode virar um estrela estavel, mas nunca instavel). Isto é facilmente visualizado na Fig.
4.6. Assim, chegamos a conclusao que os centros sao os casos mais complicados pois vivem

na fronteira entre a estabilidade e a instabilidade.

Se nao estivermos interessados nas trajetérias, mas somente na estabilidade, podemos
classificar os pontos fixos como:
Casos robustos
Fontes: Os dois autovalores tem parte real positiva.
Sorvedouros: ambos autovalores tem parte real negativa.
Selas: um autovalor positivo e um autovalor negativo
Casos Marginais

Centros: Ambos autovalores sdo puramente imaginarios.
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Pontos fixos nao isolados: pelo menos um autovalor é igual a zero.

4.4 Ciclos Limite

Um ciclo limite é uma trajetoria fechada isolada, de modo que a sua vizinhanca nao

é fechada e sua espiral se aproxima ou se afasta do ciclo limite conforme 4.11.

/ \\ /_\\ I/)_\
( f |
\ \
\\ﬁh‘ Ciclo limite \ Ciclo Limite \1 Ciclo limite

estavel instavel semi estavel

Figura 4.11: Ciclos Limite

Se todas as vizinhancas se aproximam do ciclo limite dizemos que o ciclo limite é

estavel, caso contrario é instavel, e em casos excepcionais semi-estavel.

Ciclos limite estaveis sao muito importantes, pois modelam sistemas que oscilam de

forma sustentavel.

Ciclos limite sao naturalmente nao-lineares e nao podem ocorrer em sistemas lineares.
E claro que um sistema linear pode ter orbitas fechadas, mas elas nao serdo isoladas;
se x(t) ¢ uma solugdo periddica, entdo cx(t) também é para qualquer constante ¢ # 0.
Assim, a amplitude da oscilacao linear é definida somente pelas condi¢oes iniciais; qualquer
pertubacao se propagaréd indefinidamente. De modo diferente oscilagoes nos ciclos limite

sao determinadas pela estrutura do sistema.

Um exemplo de ciclo limite é o oscilador de van der Pol definido pela equacao
i+ p@?—1)i+2=0, (4.44)

onde p > 0 é um parametro. A Eq. 4.44 se parece com um oscilador harmonico, mas com
ao-li d i 2_1i. E decai d
um termo nao-linear de amortecimento p(x )&. Esse termo provoca o decaimento de
altas amplitudes, mas também o aumento das amplitudes se ela se tornar muito pequena.
Assim o sistema é autosustentavel. Isto pode ser comprovado se plotarmos numericamente

o plano de fase para p = 1.5 conforme Fig. 4.12
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3 \/Vﬁ

Figura 4.12: Plano de fase do oscilador de van der Pol

4.4.1 Teorema de Poincaré-Bendixson

Nesta secao iremos demonstrar métodos que provem a existéncia de 6rbitas fechadas
em determinados sistemas. O teorema de Poincaré-Bendixson ¢ uma das ferramentas

nesse sentido.

Teorema de Poincaré-Bendixson: Suponha que: (1)R é um subconjunto limitado
e fechado do plano; (2)& = f(x) é um campo vetorial continuamente diferenciavel em um
conjunto aberto contendo R; (3) R ndo contém nenhum ponto fixo; (4)Existe um trajetoria
C que é confinada em R, no sentido de que ela comeca em R e permanece em R para

todo o tempo ¢ (Fig. 4.13).

Figura 4.13: Subconjunto R e trajetoria C

Entao C' é uma oOrbita fechada, ou uma espiral que se torna uma 6rbita fechada com
t — oco. Em ambos os casos R contém uma orbita fechada. A demonstracao do teorema

com maiores detalhes pode ser vista em [15].

O resultado do Teorema de Poincaré-Bendixson se aplica somente a sistemas de duas
dimensdes, ndo sendo aplicado para sistemas de ordens maiores (n > 3). Para estes casos,
algo novo acontece: as trajetérias podem evoluir no tempo em uma regiao limitada,

sem se estabelecer num ponto fixo ou 6rbita fechada. As trajetérias demonstram que
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nao podemos prevé-las com o passar do tempo e que as mesmas sao sensiveis as condicoes
iniciais o que nos leva a definicao de caos que sera visto mais adiante. Assim, por exclusao,

concluimos que Caos nao ocorre em sistemas no plano.

4.5 Bifurcacoes

A palavra bifurcacao foi introduzida na dinamica nao linear por Poincaré para indicar
uma mudanca qualitativa em determinado sistema como o nimero de solugoes ou estados
através da variacao de um ou mais parametros de controle que no caso de MEMS
e NEMS poderao ser tensoes AC e DC, frequéncia, etc. Uma bifurcacao serd facilmente
visualizada no retrato de fase se ocorrer uma mudanca significativa em sua estrutura com

a variacao do parametro de controle.

Bifurcagoes de pontos fixos podem ser classificadas em estaticas e dinamicas. As
estaticas sao divididas em: sela-né, transcritica e forquilha. A bifurcacao dinamica é
denominada bifurcacao de Hopf. Iremos nos concentrar somente na Bifurcacao de Hopf,

uma vez que ela esta sujeita a aparecer na modelagem numérica do ressonador.

4.5.1 Bifurcacao de Hopf

Bifurcacoes estaticas nos levam a criacao, destruicao ou mudanca de estabilidade dos
pontos fixos. A bifurcacao dinamica de Hopf nos leva a criacao de solugoes periddicas
através dos pontos fixos ao mesmo tempo que o parametro de controle é variado. Assim,
ao invés de termos solucoes de equilibrio se encontrando no ponto de bifurcacao, na

bifurcacao de Hopf teremos solucoes de equilibrio encontrando solugoes periddicas.

Para obtermos a bifurcacao de Hopf em um sistema dinamico no ponto hipotético
(Xo, o), as condigbes devem ser satisfeitas: (1)F (X, o) = 0, significando que esse ponto
¢ um ponto fixo. (2)V,.F(Xo, ) (jacobiana) tem um par de autovalores puramente
imaginarios (+iw) enquanto os demais autovalores tem partes reias diferentes de zero.
(3)Os autovalores pouco antes de (Xo, 110) sao da forma A=+ iw, entdo % deve ter um valor

diferente de zero em pi.

Além dessas condi¢oes uma mudanca dos pontos fixos em solugoes periodicas precisa

ser confirmada antes e depois de (X, 1o).

A bifurcacao de Hopf pode ser do tipo supercritica, onde a solucao de equilibrio perde

estabilidade para duas novas solucoes periddicas, ou subcritica, onde uma solugao de
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equilibrio estavel coexiste com duas solucoes instéveis e periodicas.

Um exemplo do Bifurcacao de Hopf do oscilador de van der Pol da Eq. 4.44.

i+p® =1 +x=0 (4.45)

Para esse sistema temos que os autovalores, apos o processo de linearizagao, sao:

Moo= p+ /-1 (4.46)

Ay = pu—/p?—1 (4.47)

Assim, A\; e Ay sempre tem partes reais positivas para pu > 0 indicando pontos fixos
instaveis, e sao sempre negativos para p < 0 indicando pontos fixos estaveis. Em p = 0,

A1 =1 e Ay = —i que indica estabilidade neutra.

Podemos ver a bifurcacao de Hopf para o oscilador de van der Pol através da Fig.

4.14 variando o parametro .
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Figura 4.14: Espaco de Fase para o oscilador de van der Pol

Repare que para u < 0 o ponto fixo é estavel. Para g > 0 o ponto fixo perde

estabilidade para um movimento periédico e se torna um né instavel ou espiral instavel.
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4.6 Caos

O Teorema de Poincaré-Bendixson visto anteriormente tem como consequéncia que
ao se incluir um dimensao extra ao sistema, as trajetorias podem evoluir no tempo numa
regiao limitada sem se estabelecer num ponto fixo ou ciclo fechado. As trajetorias passam
a ter um comportamento aperioédico e a serem sensiveis as condi¢oes iniciais o que nos

leva a definicao de caos.

A melhor definicdo para caos é o comportamento aperiédico de um sistema determi-
nistico, sensivel a condicoes iniciais, ou seja, duas condicoes iniciais muito proximas entre

si divergem drasticamente com o passar do tempo.

O exemplo mais famoso do comportamento dessas trajetorias se deu com Edward
Lorenz que descobriu nos idos dos anos 60 um sistema simplificado do modelo de conveccao

da atmosfera, as chamadas Equagoes de Lorenz [5].

i = o(y—ux)
Yy = rr—y—zxz

Z = zy—bz, (4.48)

onde o,r,b > 0 sao parametros.

O sistema descoberto por Lorenz em (4.48) apesar da aparéncia deterministica tem
uma dinamica erratica. A variacao dos parametros gera solucoes irregulares que nao
se repetem, mas ficam restritas em uma regiao do espaco de fase. Isto caracteriza que o
sistema ¢ caotico e nao aleatorio[5|. Lorenz ainda obteve o espaco de fase tridimensional do
seu sistema e descobriu que as trajetorias se comportavam em um conjunto complicado que
ele chamou de atrator estranho, e viu que as solucoes, apds o transiente inicial, oscilavam
de forma irregular o que persistia até t — co, mas nunca se repetia, ou seja, 0 movimento
é aperioédico. A trajetéria no espaco de fase das solucdes encontradas por Lorenz pode

ser visualizada na Fig.4.15 numa se¢do de z(t) por z(t).

Ressalta-se que a trajetoria da Fig.4.15 comeca na origem e vai para o centro da
espiral a esquerda, realiza algumas voltas e retorna para a exterior da espiral da direita,
realizando mais algumas voltas e retornando mais uma vez para a espiral da esquerda, e

assim indefinidamente de forma randdémica.

Apesar do espaco de fase demonstrar um comportamento aperiodico, para aferirmos

se um sistema é ou nao cadtico, temos que definir o expoente de Lyapunov e o Mapa de
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Figura 4.15: Atrator estranho de Lorenz

Poincaré que serao demonstrados em secoes posteriores.

4.6.1 Mapas de uma dimensao

Mapas iterativos, conforme dito na introducao do capitulo, transformam o tempo em
sistema dindmico para a forma discreta ao invés de continua. Um exemplo bem simples
seria avaliarmos o seno de um numero zy na calculadora e em seguida continuarmos
apertando o seno sucessivamente para os resultados que forem apresentados na tela, de
modo que teriamos um mapa unidimensional do tipo z,+1 = sen(x,). A sequéncia de

resultados xg, x1, T9, ... € a 6rbita comecando de x.

No que se refere a caos, mapas sdo importantes uma vez que demonstram maior
riqueza de detalhes do comportamento do sistema dinamico do que equacoes diferenciais,
onde trabalhamos com o fluxo continuo. Outro importante fator é o fato de que por serem

naturalmente discretos, os mapas podem ser facilmente simulados em computadores.

Pontos fixos Suponha que z* satisfaca f(z*) = z*. Entao z* é um ponto fixo, se
x, = z* entdo x,11 = f(x,) = f(x*) = z*; assim a érbita permanece em z* para todas as

futuras iteracoes. Para determinarmos a estabilidade de x*, considere um 6rbita préoxima
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x, = x* +n, e verificamos se a érbita é atraida ou repelida de z*. A diferenca 7, pode

crescer ou decair com n aumentando. Substituindo temos

T+ N1 = Togr = f(2" + ) = f(27) + f'(ﬂf*)ﬁn + O(an)' (4.49)

Mas f(z*) = z*, a equagao se reduz a
Nt = f'(@")n + O (). (4.50)

Supondo que podemos desconsiderar os termos quadraticos (O(n,%)). Assim obtemos
o mapa linearizado 7,41 = f'(2*)n, com o autovalor A = f/(z*). A solu¢do do mapa é:
m = Mo, 72 = A1 = A1, e em geral temos 7, = A\"ng. Se |A| = |f/(z*)| < 1, entdo
N, — 0 com n — oo e o ponto fixo z* é linearmente estavel. Caso |f'(z*)| > 1 o ponto
fixo é instavel. Apesar de termos definido os dois casos, a linearizacao nao nos diz nada
sobre o caso marginal | f'(z*)| = 1. Neste caso, os termos quadraticos O(n,%) determinam

a estabilidade local.

4.6.2 Mapa logistico

Robert May em 1976 [11| demonstrou que simples mapas nao-lineares podiam ter uma

dindmica muito complicada como veremos a seguir. Seja o mapa logistico
Tpr1 = 12, (1 — ), (4.51)

um analogo da equagdo que define o crescimento da populacao. Na equacao x, > 0 é
quantidade de individuos da populagao na enésima geragao e r > 0 é a taxa de crescimento

da populacao.
O gréfico da Eq. 4.51 ¢ uma parabola com o valor méximo r/4 em z = 1 (Fig. 4.16).

Suponha que fixemos r com uma populacao inicial zg, e entao usamos a Eq. 4.51
para obtermos os demais termos z,. O que ocorre? Para uma taxa de crescimento da

populacao r < 1, a populacao sempre é extinta: z,, — 0 com n — oo.

Para 1 < r < 3 a populacao cresce e atinge um estado estacionario conforme exemplo
da Fig. 4.17.

O grafico é uma série temporal dos pontos x,, ligados por linhas para r = 2.8.

Para r maiores, como por exemplo r = 3.3, a populacao oscila, alternando entre uma
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1=

X+

*n

Figura 4.16: Pardbola - Mapa Logistico

1.0 r=28

051

10 20 30 40 50
Figura 4.17: Série temporal do mapa logistico r=2.8

grande populacao em uma geracao e uma pequena na proxima geragao. kssa oscilacao
onde z,, se repete a cada 2 iteragoes é conhecido como dobra de periodo ou um ciclo de

2 periodos (Fig. 4.18).

Para um valor de r maior ainda, por exemplo » = 3.5 a populacao entra num ciclo
onde a quantidade de individuos se repete a cada quatro geracoes, ou seja mais uma dobra

de periodo, nos levando a um perido 4 (Fig. 4.19).

Mais dobras de periodos ocorrem para ciclos de 8,16, 32, ... a medida que r aumenta.

Numericamente podemos obter mais dobras de periodo e perceber que elas comecam a
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1.0 + r=33

05 1

10 20 3:0 46 éD
Figura 4.18: Série temporal do mapa logistico r=3.3

1.0 - r=3.5

10 2 30 40 50
Figura 4.19: Série temporal do mapa logistico r=3.5

aparecer cada vez mais rapido

ry = 3.000 periodo 2

ry = 3.449... periodo 4

r3 = 3.544009... pertodo 8

ry = 3.5644... periodo 16
Teo = 3.569946... periodo 00

Repare que o valor de r,, converge para um valor limite 7.

Para vermos o comportamento do sistema para uma grande faixa de valores de r
plotamos um diagrama onde para cada valor de r temos uma érbita com varios valores
de z (Fig. 4.20).

Na regiao entre 3.4 < r < 4 temos interessantes consideracoes a fazer. Em r = 3.4, o

atrator tem um perido 2, indicado por dois ramos. A medida que r aumenta mais ramos
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Figura 4.20: Diagrama de Bifurcacao

vao sendo criados até r = ro, & 3.57, o mapa tem um comportamento aperiédico com

grandes faixas de valores e o atrator passa a ter infinitos pontos.

Para r > r, o diagrama revela uma mistura de ordem e nao periodicidade, com
janelas periddicas entre partes com infinitos pontos distribuidos. Nota-se ainda que entre

3.8284... < r < 3.8415 temos um perido 3 no comeco da janela periodica.

Em sistemas experimentais vemos que esta intermiténcia entre as janelas peridédicas
ocorre de forma distribuida, mas a medida que o parametro de controle aumenta e se
afasta da janela periodica, ocorrem mais rajadas irregulares(janelas periodicas e caos) até

que o sistema esteja totalmente cadtico, o que chamamos de rota para o caos.

4.6.3 Expoente de Lyapunov

O Expoente de Lyapunov nada mais é do que um indice que verifica a sensibilidade
do sistema em relacao as condigOes iniciais, ou seja, se as Orbitas de afastam exponenci-

almente.

Definicao: Dada um condicao inicial zq, considere um ponto proximo xzg + o, onde
a separacao dg ¢ muito pequena. Seja ¢, a separacao das Orbitas apds n iteracoes. Se
10| = |do| exp (n\), entdo A é chamado de expoente de Lyapunov. Caso o expoente seja

positivo, temos que o sistema é caotico.
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Utilizando logaritmos podemos chegar numa férmula mais precisa conforme abaixo:

n—1

A= lim — in
n—oo 1,
i=0

£ ()

(4.52)

E importante ressaltar que caso o expoente de Lyapunov seja negativo a condicdo
inicial nao diverge do ponto préximo com o passar do tempo o que caracteriza a auséncia
de caos. Caso o expoente seja positivo vemos que duas condi¢oes iniciais muito proximas
divergem com o passar do tempo, ou seja, o sistema ¢é sensivel as condigoes inicias, o que
caracteriza um sistema caotico. Como exemplo temos o grafico do expoente versus r para

o caso do mapa logistico conforme Fig. 4.21.

1-0
o5k
A o {ﬁﬂTwﬁj
|
_osk
I
30 32 34 36 38 4.0

Figura 4.21: Expoente de Lyapunov para o mapa logistico

E importante ressaltar que a Eq. 4.52 serve para casos onde a funcao f é conhecida.
Para casos continuos onde f nao é conhecida, temos que medir o afastamento das orbitas
de duas condicoes iniciais proximas através de

1 —xl

4.53
tn ’on — .1'10’ ’ ( )

onde x, e xl,, sao as solucoes de duas trajetorias proximas.

4.6.4 Expoente de Lyapunov utilizando o método de Wolf

Um método mais robusto para o calculo do maior expoente de Lyapunov de uma
série temporal foi desenvolvido em 1985 [19]|. Neste método dada uma série temporal z(t)

procura-se um vizinho do ponto inicial x(ty) e denota-se a distancia entre esses dois pontos
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de L(tp). Em um tempo posterior ¢, essa distancia evolui para L'(¢;). Essa distancia é
examinada ao longo da série temporal. Procura-se entao, um novo ponto onde a distancia
entre ele e o ponto recolocado seja pequena, conforme Fig. 4.22. Este procedimento é
repetido até que a trajetoria original seja percorrida para todos os pontos da série. Para

cada ponto entao, estimamos o expoente de Lyapunov

M

R > "log L(t) (4.54)

tm — to —

2L(tk_1)7

onde M é o ntiimero de passos de repeticao.

u

o

Figura 4.22: Procedimento de reposicao para estimar os expoentes de Lyapunov.
Fonte:[19]

4.6.5 Mapa de Poincaré

Mapas de Poincaré sao titeis para verificacao ou nao de periodicidade em um sistema.

Considere assim um sistema n-dimensional & = f(x). Seja ainda S uma superficie de
dimensao n — 1. Colocando-se a superficie de forma transversal ao fluxo do sistema temos

que as trajetorias farao intersecao com a superficie S marcando pontos.

Figura 4.23: Mapa de Poincaré
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Assim, se x € S representa a k-ésima intersecao, o mapa de Poincaré é definido por:

Logicamente vemos que se a Orbita realiza a interse¢ao sempre no mesmo ponto, o
sistema ¢ periddico, caso contrario o sistema ¢ aperiédico podendo ser o regime cadtico
ou aleatorio. A diferenca entre um sistema aleatério e o ca6tico é que no primeiro a
superficie S temos que a probabilidade da distribuicao dos pontos é igual em qualquer
lugar do espaco de fase. J4 no padrao cadtico a marcacao dos pontos estd restrita a uma

regiao do espaco de fase.



Capitulo 5

Resultados para a dinamica de Micro e
Nanoressonadores

Neste capitulo apresentaremos e discutiremos os resultados da simulagao numérica da
dindmica de um ressonador tipo barra suspensa nas escalas micro e nanométrica (Fig.
2.5) levando em consideragdo a nao-linearidade geométrica, a forga de atrito, a forga
eletrostatica e a forca de Casimir. A equacgao usada para modelar o sistema foi derivada

nos capitulos anteriores

A B
§+s+as®+ys5+ + =0, (5.1)
240(1 +s5)*  2(1 + 5)2

onde A =Thd B — Vbl oo —0.719(d/h)>

kg® kg?

Para geracao dos resultados numéricos foi utilizado um notebook Apple Macbook Air
com processador Intel Core i5-2557M, 4Gb de memoria RAM e 128Ghb de disco rigido
de estado solido. Utilizamos ainda o software Matlab2012b, sendo executado no sistema
operacional Windows 7 (64 bits), para obtencao da solugao da Equacao do ressondador
utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem e posterior plotagem dos retratos

de fase para os parametros definidos.

O codigo gerado em Matlab foi previamente utilizado em um caso conhecido na litera-
tura: o oscilador de Duffing. Para tal oscilador obtivemos as solugdes no tempo e retrato
de fase nos regimes periodico e cadtico. Além disso, obtivemos o Expoente de Lyapunov
em funcao de um dos parametros do oscilador. Uma vez verificado que o c6digo elaborado
funcionou corretamente utilizamos o mesmo para resolver a Eq. 5.1 para um microresso-
nador e um nanoressonador, e posterior obtencao dos retratos de fase para verificacao do
comportamento do sistema sob certos parametros. Além disso, foi verificado a existéncia

de caos através da andalise dos retratos de fase, calculo do maior expoente de Lyapunov e
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o mapa de Poincaré.

5.1 Oscilador de Duffing

Em 1918, Georg Duffing considerou modelar oscilagoes forcadas utilizando para tanto
varias equacoes diferencias com o objetivo de reproduzir suas observacoes do comporta-
mento das maquinas [4, 21|. Ele desejava modelar forgas e atritos induzindo oscilacoes

complicadas que eram observadas e prever tais comportamentos.

Duffing discute em seu trabalho [4] solu¢bes analiticas e numéricas para a seguinte

equacao diferencial genérica, chamada de Equagao de Duffing

i+ ai+ oz + B2® +2° = b.f(t), (5.2)
onde f(t) é uma func¢ao periddica que movimenta o sistema.

Dependendo das variacoes dos coeficientes temos intepretacoes fisicas diferentes da
equacao. Na presente dissertacao trataremos como oscilador de Duffing a equacao de
Duffing simplificada

i+ at + 2° = b.cos(wt), (5.3)

onde x e t sao as variaveis dependentes e independentes, respectivamente, e a é o coeficiente

de amortecimento do sistema, b a magnitude da funcao periodica e w a frequéncia.

Um exemplo de um sistema que pode ser modelado pela Eq. 5.3 é um sistema mecanico
que envolve uma fina barra de metal e dois imas presos a uma estrutura rigida conforme
Fig. 5.1. A barra é suficientemente fina para que um ou outro ima atraia a barra e a
mesma, seja defleccionada. A principio a barra ficaria estabilizada em um ima, entretanto
a estrutura ainda esta sujeita a um forcamento periédico que evita que a barra se estabilize

em uma posicao.

Para realizarmos a simulagao numérica do oscilador de Duffing temos que tornar a

Eq. 5.3 em um sistema auténomo na forma
51‘71 = T2

Ty = —axg— ) + b.cos(wt). (5.4)

Conforme ja dito anteriormente o oscilador de Duffing é um caso conhecido na li-

teratura por seu comportamento cadtico com certos parametros quando sujeito a um



5.1 Oscilador de Duffing 7

Forcamento
Periadico
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I

| estrutura rigida

Figura 5.1: Oscilador de Duffing

forcamento, o que nos fornece uma o6tima escolha para testar o algoritmo desenvolvido
para solucao da equacao pelo método de Runge Kutta de Quarta ordem e calculo do

Expoente de Lyapunov.

O regime periddico do sistema pode ser ilustrado resolvendo-se a Equacao de Duffing
definida na Eq. 5.4 pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem para b = 4, a = 0.1
e w = 1 de onde obtemos o retrato de fase e a solucao no tempo nas Figs. 5.2 e 5.3.
Nas Figuras do retrato de fase e da série temporal podemos observar um comportamento

periddico do oscilador apds o transiente inicial(ndo representado no grafico).

xo - Velocldade
- =] - ra ()

ha

-3r

-2 _; a . ; IIZ 3
x1 - Poslcao

Figura 5.2: Retrato de Fase: a=0.1 e b=4

Entretanto, & medida que aumentamos a magnitude da forca peritédica, tanto o retrato
de fase quanto a série temporal mudam seus comportamentos. Podemos ver isso nos

graficos das Figs. 5.4 e 5.5 onde temos a = 0.1, b = 11 e w = 1. No retrato de fase vemos
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x1 - Posicao

i - tempo

Figura 5.3: Solucao no tempo: a—0.1 e b—4

um comportamento, a principio, cadtico do sistema em virtude das duas bacias de atracao
apresentadas, de forma que nao sabemos qual a convergéncia dos sistema. Na solucao do
sistema no tempo temos que nao hé repeticao do periodo. Se o sistema realmente for

cadtico nao havera repeticao do periodo quando t — oc.

ra - Velocidade

r1 - Poslcao

Figura 5.4: Retrato de fase: a=0.1 e b=11

O problema de se analisar se um sistema é cadtico ou nao com a série temporal e o
retrato de fase é o fato de que apesar de ambos aparentarem aperiodicidade, nao temos

como medir a sensibilidade as condi¢oes iniciais. Podemos fazer tal calculo utilizando o
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Figura 5.5: Solucao no tempo: a=0.1 e b=11

expoente de Lyapunov, onde o mesmo deve ser positivo no caso do regime cadtico. Assim,
foi elaborado o grafico da Fig. 5.6 onde no eixo x temos o valor da magnitude da forca
periddica b e no eixo y temos o expoente de Lyapunov A para o valor do coeficiente de

amortecimento ¢ = 0.1.

0.14

012r b
01y b
0.08 - A
0.06 b
e~ 004} A

002 - b

omf .
_DD‘q I WM—/‘/L/\‘R«J

_DDE 1 1 1 1 1 1 1
4

Figura 5.6: Expoente de Lyapunov para a =0.1e w =1

Vemos na Fig. 5.6 que o expoente de Lyapunov ¢ negativo para b = 4 e positivo para
b = 11, vindo a confirmar os comportamentos periddico e cadtico obtidos nos retratos de

fase das Figs. 5.2 e 5.4, respectivamente, e esta de acordo com o obtido por [21]|. Vale



5.1 Oscilador de Duffing 80

ressaltar que para o calculo do Expoente de Lyapunov temos que calcular a solucao do
sistema pelo método de Runge-Kutta de Quarta Ordem milhares de vezes, uma vez que
utilizamos o Método de Wolf[19]. A utilizagdo das rotinas existentes no Matlab 2012b
para solucao das equagoes pelo método de Runge Kutta, como por exemplo a ode4d, se
mostraram ineficientes do ponto de vista computacional, uma vez que chamavam varias
subrotinas, o que nos levava a um tempo de processamento muito alto. O problema foi
resolvido através da implementacao de uma rotina de Runge-Kutta de Quarta Ordem sem
a chamada de subrotinas (no programa principal) o que resultou numa drastica redugao

no tempo de processamento para o calculo do Expoente de Lyapunov.

Para confirmarmos o comportamento caético do oscilador de Duffing para a = 0.1 e
b = 11 podemos gerar o Mapa de Poincaré para w = 1. Se o comportamento do oscilador
for periddico teremos somente um ponto no mapa de Poincaré ou orbitas fechadas. Caso
tenhamos pontos espalhados uniformemente pelo mapa o sistema é aleatorio. Entretanto
o Mapa de Poincaré gerado tem um padrao diferente como pode ser visto na Fig.5.7.
Pode-se observar que os pontos do mapa tem um padrao e estao concentrados em uma

determinada regiao o que qualitativamente caracteriza um padrao dos sistemas caoticos.

Mapa de Poincaré
6 T T T T

Velocidade

8 1 I 1 I I I
05 1 1.5 2 25 3 35 4

Posigdo

Figura 5.7: Mapa de Poincaré paraa=0.1,b=1lew =1

Os resultados obtidos (mapa de fase, expoente de Lyapunov e Mapa de Poincaré) nos
levam a confirmagao do comportamento cadtico paraa = 0.1, b = 11 e w = 1 do Oscilador

de Duffing conforme bem conhecido na literatura [21].
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5.2 Modelagem numérica de um microressonador

Na presente secao iremos apresentar os resultados obtidos através da simulacao nu-
mérica de um microressonador sob a acao das forcas de Casimir e eletrostética, além da
inclusao dos efeitos de amortecimento e nao-linearidade geométrica. Nesse sentido alguns
trabalhos ja foram publicados como [10] e [17]. Em ambos os trabalhos a for¢a de Casimir
foi levada em consideracao, entretanto a nao-linearidade geométrica, o efeito de forcas

dissipativas e o forcamento nao foram incluidos.

Um trabalho mais recente [3] e mais robusto em relagdo aos anteriores utilizou uma
variacdo do método de elementos finitos, o Finite Cloud Method(FCM) para solugio da
equagao de movimento da barra e posterior apresentacdo dos retratos de fase. Em [3] efei-
tos como a nao-linearidade geométrica e o amortecimento devido ao ar/fluido utilizando
a equacao de Reynolds foram utilizados. Entretanto a for¢ca de Casimir nao foi levada em

consideracao.

Na presente dissertacao como mostrado na Eq. 5.1 levamos em consideragao os efeitos
da for¢a de Casimir e a nao lineridade geométrica. Em relacao ao trabalho realizado em
[3] a forga de Casimir foi incluida na equagdo da barra e o método de Galerkin permitiu
um célculo do Expoente de Lyapunov com varios parametros diferentes, uma vez que o
custo computacional do método é baixo quando comparado ao método de elementos finitos
utilizado em [3]. Entretanto, em [3] efeitos como o amortecimento devido ao ar/fluido e

os efeitos da curvatura da barra quando defleccionada foram tratados.

Um vez testado o codigo elaborado com o Oscilador de Duffing, realizamos a simulacao
numérica da Eq. 5.1 para um microressonador em ponte feito de silicio com as seguintes
dimensoes fixas [ = 80um, b = 10um, h = lum e distancia entre o substrato e a barra

d = 1pm, conforme Fig. 5.8. Além disso, o coeficiente de atrito foi fixado em v = 0.1.

ebV/2
2(d—w(x))?’

onde V2 = [Vpo + Vaccos(Qt)]?. E desse termo que temos a origem do forcamento que

Lembramos que o sistema esté sujeito a uma forga eletrostatica na forma F'(x) =

serd considerado na modelagem do microressonador. Ressaltamos ainda, que para efeitos

de comparacao, as dimensoes utilizadas para o microressonador foram as mesmas da Ref.
3]

Considerando, num primeiro momento, os seguintes parametros Vic = 5.1V, Vpo =
63V, Q = 0.15 temos que o retrato de fase obtido (Fig. 5.9) nos revela um comportamento

periodico devido ao ciclo fechado obtido.

Entretanto, se variarmos os parametros do sistema podemos obter retratos de fase
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Figura 5.9: Retrato de fase para Vic = 5.1V, Vpe =63V e Q = 0.15

diferentes. Um exemplo disso é se variarmos as tensoes Vo e Vpe, e a frequéncia 2
para os valores: Vo = 7.43V, Vpe = 62.8V e Q = 0.244. O grafico do retrato de fase
obtido é o da Fig. 5.10 que nos revela a principio um comportamento cadtico, visto que
o retrato de fase obtido varia entre uma faixa de valores. E importante ressaltar aqui que
a componente AC da forga eletrostatica é a responsavel pela geracdo do caos conforme
observado por [3]. Para confirmagao de se tratar de um regime cadtico do sistema o

expoente de Lyapunov para o caso se mostrou positivo nos resultados obtidos.

Com o intuito de investigar os valores onde o sistema apresenta comportamento cadtico
calculamos o expoente de Lyapunov variando os parametros da seguinte forma: Vyo = 4
a 7V com passos de 0.01V, Vpe = 60V a 68V com passos de 0.1V e 2 = 0.1 a 0.4
com passos de 0.05. Para cada conjunto de valores obtivemos um valor do expoente de
Lyapunov. Caso o mesmo seja positivo temos que o sistema ¢ cadtico, caso seja negativo o

sistema nao é cadtico. Ha ainda de se tomar as devidas precaucgoes para que as condicoes
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Figura 5.10: Retrato de fase para Vo = 7.43V, Vpo = 62.8V e Q) = 0.244

iniciais (posi¢ao e velocidade) em conjunto com cada grupo de parametros nao induza
a microbarra ao pull in, evento que ocorre quando a microbarra toca no substrato do
microressonador e nao retorne a oscilar. Para isso, também variamos as condicoes iniciais
do sistema, de acordo com cada grupo de parametros (Vac, Vpe e ). Assim, para
2 = 0.15 por exemplo, temos que a faixa de expoentes positivos se comporta como no
grafico de Vi por Vpe da Fig. 5.11. Obtivemos ainda os valores positivos do expoente

de Lyapunov por V¢ conforme Fig. 5.12.

Expoentes de Lyapunov positivos
66 T T T T

+  expoentes positivos
Fitting cibico

65.5

g5

64

Periddico

B35

53 1 1 1 1

VAC

Figura 5.11: Faixa de expoentes de Lyapunov positivos
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Figura 5.12: Faixa de expoentes de Lyapunov positivos

Os valores positivos do expoente de Lyapunov nos mostram que sob certos parametros
0 sistema tem comportamento cadtico. E importante ressaltar que, conforme ja visto por
[3], os regimes caoticos ocorrem em uma estreita faixa de parametros proxima a regiao do
pull-in conforme pode ser observado na Fig. 5.11. E importante frisar que na Fig. 5.11
a linha que separa a regiao do pull-in com a do regime peridédico na verdade é uma faixa
onde ocorre o regime ca6tico. Por ultimo, para confirmagao do comportamento cadtico
do sistema, coletamos um grupo de parametros com o expoente positivo (Vo = 7.43V,
Vbe = 62.8V e Q = 0.244) para obtencao do Mapa de Poincaré da Fig. 5.13. Caso o
regime do sistema fosse periddico teriamos, conforme ja dito, somente um ponto no mapa
de Poincaré ou orbitas fechadas. Pontos espalhados uniformemente pelo mapa temos que
o sistema é aleatorio. Pelo padrao do grafico e com uma distribui¢ao de pontos em uma
dada regiao podemos dizer qualitativamente que o sistema tem comportamento cadtico,
restando para a confirmacao quantitativa do regime o calculo da dimensao fractal que nao

serd abordado aqui.

5.3 Modelagem Numérica do Nanoressonador

Utilizando ainda a Eq. 5.1 modelamos um nanoressonador com as seguintes dimensoes
[ = 8um, w = 1lum, h = 0.1um, distancia entre o substrato e a barra de 50nm, e
coeficiente de atrito v = 0.2. Considerando que agora a distancia entre o substrato e a

barra é de 50nm temos que a forca de Casimir tem um importante papel na dinamica do
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Figura 5.13: Mapa de Poincaré

dispositivo o que nos leva a introduzir o fator de corregao da for¢a de Casimir|6], valido
para distancias entre 0 e 200nm, e a ser utilizado no termo da forca de Casimir da equacao

de movimento da barra
n = (c1 + cads + c3(ds)? + cq(ds)® + e5(ds)* + cs(ds)® + c7(ds)® + cs(ds)™), (5.5)

onde ¢; = 0.0005297265469440053, ¢, = 1.0994136137999801 x 107, c3 =-2.6136581513110462
x 10M, ¢y = 4.1553420959230586 x 102!, ¢5 = -4.147668426656723 x 10%, g = 2.445440269316712
x 10%, ¢7 = -7.716603562718351 x 10*!, cg = 9.999736398378438 x 101" e d é a distancia

do substrato até a barra.

Para os valores de Vi = 0.1405V, Vpe = 2.245V e 2 = 0.2685 temos o grafico da
Fig. 5.14.

Observamos que para esses valores o regime do nanoressonador tem um comporta-
mento periodico, fato este confirmado pela obtencao do Expoente de Lyapunov no valor

de A = —0.099290.

Com o intuito de verificarmos a importancia da forca de Casimir para o nanoressona-
dor realizamos uma comparacao da equacao de movimento da barra com a forca de Casimir
e sem a forca de Casimir para os mesmos valores da Fig. 5.14, ou seja, Vo = 0.1405V,
Vpe = 2.245V e Q) = 0.2685. No grafico obtido, conforme Fig. 5.15, em azul temos a
solucao da equacgao de movimento da barra com a forca de Casimir e o fator de correcao.

Em vermelho temos a solugao da equacao da barra sem a forca de Casimir, demonstrando
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Figura 5.14: Retrato de fase para Vo = 0.1405V, Vpo = 2.245V e ) = 0.2685

a importancia em se considerar a forca de Casimir na simulacao de NEMS.

E importante ressaltar que com uma analise qualitativa vemos a principio que te-
mos dois regimes distintos na Fig.5.15: Com a for¢a de Casimir (em azul) temos um
comportamento peridédico conforme ja demonstrado no célculo do expoente de Lyapunov
anteriormente, e sem a forga de Casimir (em vermelho) temos um regime caotico. Confir-
mamos nossas expectivas com a obtencao do Expoente de Lyapunov positivo A = 0.013801

para o caso da solucao da equagao de movimento da barra sem a forca de Casimir.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos a modelagem analitica e numérica de um micro e um

nanoressonador em barra suspensa sob a acao da forca de Casimir.

No que tange aos resultados numéricos foi gerado um codigo em Matlab para a solucao
da equacao de movimento do ressonador pelo método de Runge-Kutta de Quarta Ordem,
plotagem dos retratos de fase e andlise destes com as ferramentas da Dinamica Nao-Linear

apresentadas no Cap. b.

O codigo gerado foi testado primeiramente em um caso conhecido na literatura, o os-
cilador de Duffing, e posteriormente aplicamos o mesmo c6digo na equagao de movimento
do microressonador definido no Cap. 4. Com a solucao da equacao de movimento do
microressonador plotamos os retratos de fase para alguns grupos de parametros. Na vari-
acao dos parametros tensao AC e DC, e frequéncia, vimos que o microressonador pode ter
um comportamento cadtico, o que é altamente indesejavel para a fabricacao e operacao
desse tipo de dispositivo, fato pelo qual a modelagem numérica é de suma importancia
como etapa preparatoria a fabricagao de microdispositivos permitindo a criacao de novos

dispositivos e o aprimoramento dos ji existentes.

Foi mostrado ainda a relevancia da For¢a de Casimir para NEMS com a modelagem de
um nanoressonador e a comparacao do retrato de fase da solucao da equacao de movimento

da barra com e sem a forca de Casimir.
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6.2 Trabalhos Futuros

A continuacao do presente trabalho seria a aplicagdo do método de Galerkin nas Forcas
de Casimir e Eletrostéatica na equacao de movimento da barra, de modo que a defleccao do
microressonador (curvatura da barra) seja levada em consideracgao para efeitos de calculo
das forcas envolvidas, nao reduzindo o microressonador a um capacitor de placas paralelas.
Além disso, podemos citar a investigacao da faixa de expoentes de Lyapunov positivos

para ressonadores na escala nanométrica (nanoressonadores).
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APENDICE A

Codigo em Matlab para a obtencgao do retrato de fase do microressonador

clc;clear;

passo=10"—2;%passo de tempo para o Runge Kutta
h=passo;

t1=0; %tempo inicial

tf=1000; %tempo final
trans=(tf—ti)/(2«passo);%transiente
o=1;n=1;z=1;pp=1; %contadores

Soll=zeros (((tf—ti)/passo) ,2);%vetor solugao com zeros

BWITITITTIIIIe PARAMETROS DO RESSONADOR WIS ITIIS e
E=170%10"9;%modulo de elasticidade do silicio
ro=2.3x10"3; %densidade do silicio
w=10%10"—6;%Largura

d=10"—6;%espessura

le =80%10~—6; %comprimento

g=10"—6; %gap

m=0.767*«ro*xwxdxlc ;%massa da ponte
hcort=1.05457148%10" —34; %constante de Planck sobre 2pi
¢=299792458;%velocidade da luz no vacuo

epsilon =8.854238837x10"~ —12;%permissividade vacuo
VAC=7.43; %voltagem ac

VDC=62.8; %voltagem dc

eta=0.244; %frequencia

beta=0.1; %coeficiente de atrito viscoso
alfa=0.719%(g/d) ~2;

I=(wxd"3)/12; %Momento de Inércia
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kef=(384xExI) /(1c"3); %K efetivo

a=(pi~2)xhcortxcxwxlc /(kefxg~5); %Razao entre a forca de Casimir e
as forcas restauradoras

b=(epsilonxwxlcxVDC"2) /(kefxg~3); %Razao entre a forca
eletrostatica DC e as forcas restauradoras

ce=(epsilon*wxlcxVAC~2) /(2xkefxg~3); %Razao entre a forca

eletrostatica AC e as forcas restauradoras

WISTIITIIIIS  CONDICOES INICIAIS WIITIITIIIIIISSe
f=epsilon*lc*wxVDCxVAC/g "~ 2;
F=f/(gxkef);

yl = —0.2139;
tp=ti;

Soll (1,:)=[yl,x1];

WITTTTITIIH ROTINA DE RUNGE KUTTA YT TTIATSTTTI S
for i=tp:passo:tf

o=0-+1;

k1l = —yl —alfax*(yl)"3 —betaxxl — a/(240%(1+yl)"4) — b/(2x(1+yl
)"2) — (cex(cos(etaxti))~2)/(14+yl)"2 + Fxcos(etaxti)/(1+yl)
~2.

11 = x1;

k2 — —(yl+hx*11/2) —alfax(yl+hx1l/2)"3 —betax(x1l+h*kl/2) — a
/(240 (1+yl+h*11/2)~4) — b/(2x(1+yl+h*11/2)"2) — (cex(cos(
etax(ti+h/2)))"2)/(1+yl+hx11/2)"2 + Fxcos(etax(ti+h/2))/(1+
yl+hx11/2)"2;

12 = x14+hxkl/2;

k3 = —(yl+hx12 /2) —alfax(yl+hx12/2)"3 —betax(x1l+hxk2/2) — a
/(240 (1+yl+h*12 /2)~4) — b/(2x(1+yl+h*12/2)"~2) — (cex(cos(
etax(ti+h/2)))"2)/(1+yl+hx12 /2)"2 + Fxcos(etax(ti+h/2))/(1+
yl+hx12 /2) "~ 2;
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13 = x1+hxk2/2;

k4 = —(yl+h*13) —alfax(yl+hx13)"3 —betax(x1+hxk3) — a/(240x(1+
y1l+hx13)~4) — b/(2+(1+yl+hx13)"2) — (cex(cos(etax(ti+h)))
~2)/(14+yl+h%13)"2 + Fxcos(etax(ti+h))/(1+yl+hx13) "2,

14 — x1th*k3;

k = (k1+2+k2+2+k3+k4) /6;

1 = (11+2%12+2+13+14) /6;

x1 = x1 + hxk;

vl = y1 + hxl;

Soll (o,:) =[yl,x1];

ti=ti+passo;

end

WISTTTTIT S PLOTAGEM DO RETRATO DE FASE %S SSTISIIIT o
figure (1) ;

plot (Soll(trans:2xtrans ,1),Soll (trans:2*trans,2));
title (’Espaco_de_Fase’,'fontsize’ ,15);

xlabel (’Posicao’, fontsize’ ,15);

ylabel (’Velocidade ', " fontsize ’ ,15);
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clc;clear;

tic;

tstart2=tic ;%marca tempo de processamento inicial

passo=10"—2%passo de tempo para o Runge Kutta

h=passo;

ti=0; %tempo inicial

t£=1000; %tempo final

trans=(tf—ti)/(2«passo);%transiente

lambda=zeros (1,((tf—ti)/passo)+1); %vetor que guarda os expoentes
de Lyapunov

lyapunov=zeros (301,81,7) ;

o=1;

n=1;z=1;pp=1;

Soll=zeros (((tf—ti)/passo) ,2);%vetor solugao para a 1 condigao
inicial

Sol2=zeros (((tf—ti)/passo),2);%vetor solucao para a 2 condicao
inicial

positivo=zeros (10000,4); %vetor para os expoentes positivos

BISITIIISe PARAMETROS DO RESSONADOR. YIS TIISIe

E=170%10"9;%mo6dulo de elasticidade do silicio
ro=2.3x10"3; %densidade do silicio
w=10%10"—6;%Largura

d=10"—6;%espessura

le =80%10"~ —6; %comprimento




Apéndice B

94

g=10"—6; %gap

m=0.767«roxwxd*1c ;%massa da ponte

hcort =1.05457148%10" —34; %constante de Planck sobre 2pi

c=299792458;%velocidade da luz no vacuo

epsilon =8.854238837%10"~ —12;%permissividade vacuo

VDC=65.2; %voltagem dc

VAC=4.412;%voltagem ac

beta=0.01; %coeficiente de atrito

alfa=0.719x(g/d) ~2;

I=(wxd~3)/12; %momento de inércia

kef=(384xExI) /(1c"3); %K efetivo

a=(pi~2)xhcortxcxwxlc /(kefxg~5); %Razao entre a forca de Casimir e
as forcas restauradoras

b—(epsilon*wxlcxVDC"2) /(kefxg~3); %Razao entre a forca
Eletrostatica DC e as forcas restauradoras

ce=(epsilon*wxlc*xVAC~2) /(kefxg~3); %Razao entre a forca
Eletrostatica AC e as forgas restauradoras

f=epsilon*lc*xwxVDCxVAC/g " 2;

F=f/(gxkef);

eta—=0.1; %frequencia

q=1;

YT T I INTERPOLACAO DAS COND. INICIAIS PARA NAO HAVER PULL IN
YITTIT

interpol VDC=(0.2846—-0.1710) /81;%interpolacao para variar a
condi¢gdo inicial de y entre —0.2846 e —0.1710 no VDC
interpolacao (1)=-0.1710;
for zz=2:81
interpolacao (zz)=interpolacao (zz—1)—interpol VDC;

end

Y7 VARIACAO DOS PARAMETROS PARA PROCURA DE EXPOENTES DE
LYAPUNOV POSITIVOS %%/ 77%

for VAC=4:0.01:7 %Variacao da tensao AC
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p=1;
ce=(epsilon*wxlc*xVAC~2) /(2xkefxg"~3);

for VDC=60:0.1:68 %Variacao da tensao DC
f=epsilon*lc*wxVDCxVAC/g "~ 2;

F=f/(gxkef);

b=(epsilon*wxlcxVDC"2) /(kefxg"~3);

n=1;

for eta=0.1:0.05:0.4 %Variacao da frequencia

t1=0;

t£=1000;

x1l = 0;

yl = interpolacao (p) —0.0009;
x2 = 0;

y2=-0.15;

tp=ti;

dO0=sqrt ((yl—y2)"2 + (x1-x2)"2); %distancia entre as condigoes
iniciais

Soll (1,:)=[yl,x1];

Sol2(1,:)=[y2,x2];

=1

o=1;

tic;

tstart=tic ;%marca tempo de processamento inicial

WIIITI ROTINA DE RUNGEKUTTA PARA AS 2 CONDICOES INICIAIS Y%7

for i=tp:passo:tf

%s=yl  y=x1

o=0-+1;

k1l = —yl —alfax*(yl)"3 —betaxxl — a/(240%(1+yl)"4) — b/(2x(1+yl
) "2) — (cex(cos(etaxti))~2)/(l+yl)"2 + Fxcos(etaxti)/(1+yl)
~2.
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11 = x1;

k2 = —(yl+hx11/2) —alfax(ylt+hx11/2)°3 —beta*x(x1+hxkl/2) — a
/(240%(1+yl+h*11/2)~4) — b/(2+(1+yl+hx11/2)"2) — (cex(cos(
etax(ti+h/2)))"2)/(1+yl+hx11/2)"2 + Fxcos(etax(ti+h/2))/(1+
yl+hx11/2) " 2;

12 = x1+hxkl /2;

k3 = —(yl+hx*12/2) —alfax(yl+hx12/2)°3 —betax(x1l+hxk2/2) — a
/(240 (1+yl+hx12 /2)~4) — b/(2«(1+yl+hx12/2)"2) — (cex(cos/(
etax(ti+h/2)))"2)/(1+yl+hx12 /2)"2 + Fxcos(etax(ti+h/2))/(1+
y1+h12/2) ~2;

13 = x1+hxk2/2;

k4 = —(yl+hx*13) —alfax(yl+h*13)"3 —betax(x1l+hxk3) — a/(240x(1+
yl+hx13)~4) — b/(2+(1+yl+hx13)"2) — (cex(cos(etax(ti+h)))
"2)/(14+yl+h%13) "2 + Fxcos(etax(ti+h))/(1+yl+hx13) ~2;

14 = x1th*k3;

k = (k1+2«k2+2+k3+k4) /6;

1 = (1142+12 12413 114) /6;

x1 = x1 + hxk;

vyl = y1 4+ hxl;

Soll (o,:)=|yl,x1];

k1l = —y2 —alfax(y2)"3 —betaxx2 — a/(240x(1+y2)"4) — b/(2*(1+
y2)~2) — (cex(cos(etaxti)) ~2)/(1+y2)"2 + Fxcos(etaxti)/(1+
y2) " 2;

111 = x2;

k22 = —(y2+hx111/2) —alfax(y2+h*111/2)"3 —betax(x2+hxk11/2) —
a/(240%(1+y2+h*111/2)~4) — b/(2#(1+y2+h*111/2)"2) — (cex(
cos(etax(ti+h/2)))"2)/(1+y2+hx111/2)"2 + Fxcos(etax*(ti+h/2)
)/ (1+y2+h*111/2) ~2;

122 = x2+hxkl11 /2;

k33 = —(y2+hx122/2) —alfax(y2+h*122 /2)"3 —betax(x2+h%xk22/2) —
a/(240%(1+y2+h*122 /2) ~4) — b/(2#(1+y2+h*122/2)~2) — (cex(
cos(etax(ti+h/2)))"2)/(1+y2+hx122/2)"2 + Fxcos(etax*(ti+h/2)
) /(1+y2+h*122 /2) ~2;

133 — x21hxk22/2;
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k44 = —(y2+hx133) —alfax(y2+h*133)"3 —betax*(x2+hxk33) — a

/(240%(1+y2+h*133)~4) — b/(2x(1+y2+h*133)~2) — (cex(cos(eta

x(tith)))"2)/(1+y2+h*133) "2 + Fxcos(etax(ti+h))/(1+y2+hx133
)" 2;

144 = x2+hxk33;

Kk = (k1112+k22+2¢k331k44) /6;

Il = (11142%122+2¢133+144) /6;

x2 = x2 + hxkk;

v2 = y2 + hxll;

Sol2(o0,:)=[y2,x2];

ti=ti+passo;
%7%% CALCULO DO EXP. DE LYAPUNOV %%9%

dl=sqrt ((Soll(0,2)—S012(0,2))"2 + (Soll(o,1)=Sol2(0,1))"2); %
distancia entre os dois pontos apdés um passo de tempo

lambda(j)=(1/passo)*log(abs(dl/d0));

if j>trans

lyapunov (q,p,n)=lyapunov(q,p,n) + lambda(j);

end

j=i+1;

y2=yl + (d0/d1)«(y2—yl); %movo ponto cond. 1 — método de wolff

x2=x1 + (d0/d1)=(x2—x1); %mnovo ponto cond. 2 — método de wolff

end

tend=toc(tstart);%marca tempo final de processamento
lyapunov (q,p,n)=lyapunov(q,p,n)/(length(lambda)—trans);
fprintf(’%f\n’,lyapunov(q,p,n));
if lyapunov(q,p,n)>0 && verdadeiro==

positivo (z,:) =[VAC,VDC, eta ,lyapunov(q,p,n) |;

z=z72+1;
end
fprintf ( "VAC%f_, VDC=%f_,_eta=%f\n’ ,VAC,VDC, eta ) ;
n=n+1;
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end
p=p+1;
end
a=q+1;

end

tend2=toc(tstart2);%marca tempo final de processamento

fprintf(’\n_Tempo_de_processamento_total: _%f_minutos\n’,tend2/60);
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APENDICE C

Codigo em Matlab para a obtencao do retrato de fase do nanoressonador

clc;clear;

tic;

tstart2=tic ;%marca tempo de processamento inicial
passo=10"—2%passo de tempo para o Runge Kutta
h=passo;

ti=0;%Tempo Inicial

t£=1000; %Tempo final
trans=(tf—ti)/(2«passo);%transiente

o=1;

n=1;z=1;pp=1;

Soll=zeros (((tf—ti)/passo) ,2);%vetor solucao

WIIIITIIe PARAMETROS DO RESSONADOR. YIS IISe
E=170%10"9;%mo6dulo de elasticidade do silicio
ro=2.3x10"3; %densidade do silicio
w=1%10"—6;%Largura

d=0.1%10" —6;%espessura

lc =8%10~—6; %comprimento

g=50%10"—9; %gap

m=0.767«roxwxd*1c ;%massa da ponte

hcort =1.05457148+10" —34; %constante de Planck sobre 2pi
c=299792458;%velocidade da luz no vacuo

epsilon =8.854238837%10"~ —12;%permissividade vacuo
VAC=0.1669; %voltagem ac

VDC=2.204; %voltagem dc

eta=0.1535 %frequéncia
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beta=0.2; % coeficiente de atrito

alfa=0.719%(g/d) " 2;

I=(w*xd"~3)/12; Ymomento de inércia

kef=(384%Ex1) /(1c"3); % efetivo

a=(pi~2)xhcortxcxwxlc /(kefxg~5); %Razao entre a forca de Casimir e
as forcas restauradoras

b=(epsilonxwxlc*xVDC"2) /(kefxg~3); %Razao entre a forca de
Eletrostatica DC e as forgas restauradoras

ce=(epsilonxwxlc*xVAC~2) /(2xkefxg~3); %Razao entre a forca de

Eletrostatica AC e as forcas restauradoras

WIIIII FATOR DE CORRECAO DA FORCA DE CASIMIR YIS IIIIISe
c1=0.0005297265469440053; %coeficientes do fator de corregao
c2=1.0994136137999801%(10"°7) ;
c3=—-2.6136581513110462x(10"14);
c4=4.1553420959230586*(10"21) ;
ch=—-4.147668426656723*(10"28);

c6=2.445440269316712x(10"°35) ;

c7=-7.716603562718351%(10"41);

c8=9.999736398378438x(10°47) ;

KITTTTTTTTSTTSSIITTTTTTISTSISSSITITTTTTITTSSSSTTTTT TS
f=epsilonx*lc*xwxVDCxVAC/g " 2;

F=f/(gxkef);

x1 = 0; %Condicao Inicial

yl = —0.3; %Condi¢ao Inicial

tp=ti;

Soll (1,:)=[yl,x1];

j=1

o=1;

tic;

tstart=tic;%marca tempo de processamento inicial

WIS ROTINA DE RUNGE KUTTA YIS ITS ST

for i=tp:passo:tf
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end

f corl=(cl + c2xgxyl + c3*(g*xyl) 2 + cdx*x(g*yl) 3+ cH*(gxyl) 4+

ki

11
k2

12
k3

13
k4

14
k

c6x(gxyl)"5 + cTx(gxyl) "6 + c8x(gxyl)"T7);
= —yl —alfax(yl)~3 —betaxxl — (axf_ corl)/(240x(1+yl)"~4) — b
/(2%(1+y1)"2) — (cex(cos(etaxti))~2)/(1+yl)"2 4+ Fxcos(etax
ti)/(1+yl)"2;
= x1;
= —(yl+hx11/2) —alfa*x(yl+hxll/2)"3 —betax(xl+hxkl/2) — (ax
f corl)/(240%(1+yl+hx11/2)"4) — b/(2*%(1+yl+hx11/2)"2) — (ce
x(cos(etax(ti+th/2)))"2)/(1+yl+hxll/2)"2 + Fxcos(etax(tit+h
/2)) /(1+yl+hx11 /2) ~2;
= x1+hxkl/2;
= —(y1l+hx12/2) —alfa*x(yl+hx12/2)"3 —betax(xl+h*xk2/2) — (ax
f corl)/(240%(1+yl+hx12/2)~4) — b/(2%(1+yl+hx12 /2)"~2) — (ce
x(cos(etax(ti+th/2)))"2)/(1+yl+hx12/2)"2 + Fxcos(etax(ti+h
/2)) /(1+yl+hx12 /2) ~2;
= x1+hxk2/2;
= —(y1l+hx13) —alfax(yl+h*13)"3 —betax(x1l+hxk3) — (axf corl)
/(240%(1+y14+h%13) ~4) — b/(2x(14+yl+h*13)"2) — (cex*(cos(etax(
ti+h))) ~2)/(14+yl+h*13)"2 + Fxcos(etax(ti+h))/(14+yl+hx13) " 2;
= x1+hxk3;

= (k1+2xk2+2xk3+k4) /6;

1 = (1142%1242x13+14) /6;

x1
vyl

= x1 + hxk;
= yl 4 hxl;

Soll (o,:)=[yl,x1];

ti=ti+passo;

tend=toc(tstart);%marca tempo final de processamento

WIS T TIIAPLOTAGEM. DO GRAFICO AASISSISIST o
figure (1) ;
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plot (Soll(trans:2xtrans ,1),Soll (trans:2xtrans,2));

xlabel (’$S$_—_Posicao’, ’interpreter’, ’latex’, 'fontsize’ ,15);

ylabel (7$\dot{S}$_—_Velocidade’, ’interpreter ’,’latex’, fontsize’
15);

tend2=toc (tstart2);%marca tempo final de processamento

fprintf(’\n_Tempo_de_processamento_total: _%f_minutos\n’ ,tend2/60);
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