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Resumo

Os métodos classicos de elementos finitos e diferencas finitas, quando aplicados a
equacao de Helmholtz, apresentam o que é chamado de efeito de polui¢ao do erro, com-
prometendo seriamente a qualidade da solucao aproximada. Em virtude desse desafio
numérico, foram desenvolvidos, nas tltimas décadas, uma série de métodos que sao capa-
zes de contornar esse problema, minimizando o erro gerado por este efeito. Inicialmente,
mostra-se como a polui¢ao se comporta no método de elementos finitos de Galerkin e
diferencas finitas centradas. Posteriormente, sao apresentado dois métodos que tratam,
ou minimizam, o erro de poluicio: GLS (Galerkin Least Squares) e QSFEM (Quasi Sta-
bilized Finite Element Method). Todos os métodos apresentados sao ilustrados com seus
respectivos resultados numeéricos e serao feitas as comparagoes devidas entre eles.



Abstract

The classical methods of finite element and finite differences, when applied to Helmholtz
equation, present what we call pollution effect, compromising seriously the quality of the
aproximated solution. Because that numerical challenge, it was developed in the last de-
cades a serie of methods capable to outline that obstacle, minimizing the error generated
by pollution effect. Initially we will show how the pollution effect behaves in the finite
element method of Galerkin and centered finite differences. Posteriorly, we will present
three methods that deal, or minimize, the pollution error: GLS (Galerkin Least Squa-
res) e QSFEM (Quasi Stabilized Finite Element Method). All methods presented will be
ilustrated with their respectives numerical results and we will do the due comparisons to
each other.
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Capitulo 1

Introducao

A equacao de Helmholtz tem aplicacboes em problemas lineares de propagacao de
ondas harmoénicas. Modela-se por esta equacao ondas aciisticas, ondas elasticas, interacao
fluido-solido e sistemas/fenomenos eletromagnestismo [15]. De acordo com a aplicagao,
a equacao de Helmholtz pode ser usada em problemas diretos ou inversos, por meio de

solucoes numeéricas.

Todo fenomeno fisico possui suas particularidades, caracteristicas intrinsecas, que
denotam o seu comportamento. Por se tratar de uma equacao que modela fenémenos
ondulatoérios, é de se esperar uma natureza oscilatéria das solucoes. Quando se buscam
solucoes numéricas para este problema, deve-se entao ajustar a distancia h entre os nos
da malha ao nimero de onda k, numa regra do tipo "kh constante", para que em cada
oscilacao tenha-se um niimero minimo de pontos que sejam capazes de capturar a solucao

numeérica aproximada.

No entanto, as expectativas analiticas nao sao satisfeitas quando o dado problema é
submetido ao método de Galerkin [17], em sua formulagao classica. Repara-se que para
ntmeros elevados de k a regra kh constante nao nos é suficiente para controlar o erro:
testes computacionais, bem como a andlise numérica, comprovam a verossimilhanca do
fato [16]. Este comportamento em relacdo ao k é chamado efeito de poluicao do erro,
pois o ntimero de onda & aproximado difere-se do ntimero de onda % exato. Nao obstante,
encontra-se esse mesmo desafio no método de diferencas finitas [13, 25]. Portanto, o
objetivo deste trabalho é de analisar o efeito de poluicio do erro, primeiramente, pelos
métodos de diferencas finitas centradas e elementos finitos de Galerkin. Apos essa anélise,
vé-se que estes dois primeiros métodos nao possuem uma boa aproximacao da solucao
tanto para problema em uma dimensao quanto em duas, mantendo-se a regra kh igual

uma constante. Dessa forma, procuram-se métodos que eliminem esse efeito de polui¢cao



1 Introducao 17

do erro ou pelo menos minimizem.

Na busca por esses métodos, o capitulo 2 apresenta um carater mais fisico e mate-
méatico para o problema de Helmholtz. A primeira parte desse capitulo, consiste em se
deduzir a equacao de Helmholtz através da equacao da onda, assumindo uma vertente
mais de modelagem do fenémeno em si, chegando em sua formulagao forte. Apos deli-
near o fenémeno, é natural buscar-se solucoes analiticas que porventura existam. Numa
segunda parte deste capitulo, define-se o que ¢ chamado de formulacao fraca de uma

equacao, ou forma variacional, que serd essencial para a formulacao de elementos finitos.

O capitulo 3, por sua vez, é dedicado aos métodos trabalhados e implementados no
presente problema. O primeiro método apresentado é o de diferencas finitas centradas, por
se tratar de um método mais antigo, em relagao aos outros que serao utilizados, e de facil
implementacao. O segundo método é o de elementos finitos na formulacao de Galerkin,
necessitando da formulacao fraca para que este seja definido. Outra parte é dedicada a
analise de dispersao, mostrando claramente o efeito de poluicdo dos métodos anteriores.
Conclui-se com dois métodos que sao capazes de proporcionar melhores resultados, que
sao: GLS [12] e QSFEM [4].

O capitulo 4 tem o objetivo de mostrar os resultados numéricos pelos métodos tratados
no capitulo anterior. Uma andlise a ser considerada é a relacdo nimero de onda k e o
refino da malha, ou seja, quantos elementos, ou nos, deve-se considerar para um controle
robusto do erro. Sendo mais conclusivo, dado um k qualquer, procura-se descobrir o valor
de h para que a solucao convirja assintoticamente. Explora-se também o erro da solucao
aproximada, com relacao as solucoes exatas que foram obtidas no capitulo 2, nas normas

dos espacos H' e L2, onde nosso problema esta bem definido.

Por fim, o capitulo 5 tem o finalidade de mostrar os objetivos alcancados ao longo do

trabalho e também elucidar alguns pontos de pesquisa para trabalhos futuros.



Capitulo 2

O problema de Helmholtz

Este capitulo visa estabelecer duas formulacoes mateméticas para o problema de
Helmholtz e que serao base para a formulacao dos métodos numéricos do capitulo 3.
A primeira formulacdo sera a forte, ou classica, e que, para este trabalho, parte da equa-
¢ao da onda em fen6menos actsticos. A segunda formulacao é conhecida como fraca,
ou variacional, e que tem como ponto de partida a formulacao forte. Serao conhecidas,
também, algumas solucoes analiticas para o presente problema e que serao necesséarias no

capitulo 4.

2.1 Ondas acusticas

Define-se ondas actsticas, ou som, como a variacao de pressao em um fluido ideal,
sendo este necessariamente compressivel (densidade pode variar temporalmente). Para
tanto, define-se um volume de controle V' = Q, com contorno 9V = 02 e um fluxo de
um fluido com densidade p(z,t), pressdo P(x,t) e velocidade v(zx,t) na dire¢do do vetor
unitario n(z), exterior a V, onde x € R? com d = 1,2, 3, conforme ilustra a Fig. 2.1 para

d=3.

A velocidade do fluxo normal, através do contorno 0V, é dada por v(z,t) - n(z). Por

tais caracteristicas, a conservacao de massa por unidade de tempo é expressa pela relacao

_%/degz fég p(v - n)dOS. (2.1)

A interpretacao fisica da equagao (2.1) é de que ha um fluxo de entrada e outro de
saida, por isso ha sinais opostos nos dois lados da igualdade. O termo da esquerda da

identidade representa a massa do volume de controle variando com o tempo. O termo da
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n(x)

V, p(x,t) — 9 n(x)
P(x,t)

Figura 2.1: Volume de controle

direita mostra o fluxo de entrada, ou saida, através da fronteira. J4 a igualdade refere-se

justamente a esse balanco, a conservacao propriamente dita.

A integral de superficie, na identidade acima, pode ser transformada em uma integral

de volume, segundo o teorema de Gauss, na forma

jIgQ(pv) -ndo§) = / div(pv)dSQ. (2.2)

Q

Segue-se diretamente das equagoes (2.1) e (2.2) que

[ (2 saim) a0 o,

Pela igualdade anterior obtém-se finalmente a equacao da continuidade

dp

5 + div(pv) = 0. (2.3)

Assumindo agora que o mesmo volume de controle V' esté sujeito & pressao hidrostatica

P(z,t), pode-se identificar a for¢a ao longo de 0V como

F = —j{ Pndof).
a0

E pela segunda lei de Newton (F' = ma) tem-se ainda que

d
- f PndoQ = / P22 dQ. (2.4)
o0 o dt

De forma anéloga, usa-se o teorema de Gauss para transformar a integral de superficie
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em uma de volume. Assim, obtém-se a identidade

_ ]{ Pndof — / VPO, (2.5)
o0 Q

onde V ¢é o operador (gradiente) em coordenadas cartesianas.
Sabe-se que a diferencial total é expressa por

dv_av

%—E—F(U‘V)U.

Assumindo pequenas oscilagoes no campo de velocidades v, pode-se linearizar o dife-
rencial, conforme a referéncia [15], ficando somente com a parte linear
dv _ dv
dt ot
Pelas equagoes (2.4), (2.5) e pela linearizacao do diferencial total, obtém-se o que é

chamado de equacao de Euler ou de movimento:

ov

2.2 Formulacao forte do problema

Por defini¢do, som é uma pequena perturbacao (P, p) dos campos de pressao e densi-
dade de um estado constante (P, po) em um fluido ideal e compressivel [15]. Em um certo
ponto z, as fungées P(x,t), p(x,t) representam vibragdes com uma pequena amplitude.

A relagao entre velocidade de propagacao de uma onda, densidade e pressao é dada por
P=cp,

onde a constante ¢ é chamada de velocidade do som [29]. Entao, fazendo uso das versoes

linearizadas de (2.3) e (2.6), obtém-se
Py = py = —podiv(V,) = Adiv(V P),

que conduz & equacao da onda

1
AP - C_QPtt - 07 (27)

onde A =V -V é o operador Laplaciano em coordenadas espaciais.
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Assume-se que a equacao (2.7) tenha solugoes do tipo
P(x,t) = u(z)e™™", (2.8)

chamadas de harmoénicos temporais, onde u(z) é a parte espacial, com w > 0 sendo a
frequéncia. Desse modo, substituindo a solugdo na forma de harménicos temporais (2.8)

na equagao (2.7), obtém-se:

Observa-se que o primeiro termo, com o operador Laplaciano V, é essencialmente

—wt & tomada como constante, para cada t fixo. Ja no

de derivadas espaciais, assim e
segundo termo, com derivadas parciais temporais, a funcdo u(z) é, desta vez, tomada
como constante, para cada x fixo. Assim, é possivel escrever:

—iwt w2 —iwt

e "“Au(z)) + gu(x)e = 0.

Entao, a parte estacionaria u(z) = u satisfaz a equacao
Au+k*u =0 (2.9)

chamada Equagiao de Helmholtz, onde k? = w?/c?. As defini¢oes anteriores, bem como
as dedugbes, foram tomadas do texto base [15] escrito por Frank Thlenburg, que deve ser

consultado para maiores detalhes.

A equacao (2.9) faz parte da formulagao classica, ou forte, do problema de Helmholtz.
Nota-se que deve-se ter, no minimo, segunda derivada da fungao u, para que o problema
esteja bem definido. O termo, formulacao forte, sera melhor compreendido quando apre-

sentada a formulagao fraca na secao 3 deste mesmo capitulo.

Um ponto de extrema importancia e que nao foi levantado ainda é o das condicoes de
contorno do problema. Porém, esses dados serao bem colocados juntamente da formulacao
fraca e 14 ficarao estabelecidas tais condi¢oes, para que se possa trabalhar com os métodos

numéricos do capitulo 3 e suas implementagoes no capitulo 4.

Propoe-se, agora, buscar solugoes da equacao de Helmholtz para o problema uni-
dimensional. Recorrere-se ao estudo das Equacgoes Diferenciais Ordinarias seguindo a
referéncia [10]. Logo em seguida, serao estudadas as solugoes de ondas planas para o

caso bidimensional, sendo essa a base para a anélise numérica em capitulos posteriores.
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2.2.1 Solucoes em uma dimensao

Escreve-se a equacao de Helmholtz em uma notacao tipica para equacoes diferenciais

ordinarias
u” + k*u =0, (2.10)
sendo ,
p_ du
dx?’

Nota-se, dessa forma, que se trata de uma equacdo linear homogénea de segunda
ordem com coeficientes constantes. Ainda mais, ela é da mesma forma da equacao do
oscilador harmonico simples. Assim, pode-se esperar solugoes que envolvam senos e cos-

senos. Espera-se solugdes com a forma [10]
u(z) = e (2.11)
substituindo a equacdo (2.11) na (2.10), e ja efetuando as derivadas, obtém-se
MM 4 k2 = (.

Az

Sabe-se que e é nao nula, portanto pode-se dividir ambos os lados da identidade

por ela, resultando
N+ kP =0.

Desta forma, A pode assumir dois valores: Ay = —ik ou Ay = ik. Consecutivamente,

tem-se duas solucoes, uma para cada valor de A encontrado,

Az — e—zkx e

Observa-se que as solucoes encontradas acima sao linearmente independentes entre si.

Por isto, uma combinagdo linear delas também sera solugao da equacdo (2.10),
u(z) = cre” ™ 4 e, (2.12)

Utilizando a formula de Euler, ¢ = cos(x) + isen(x), e desenvolvendo a equagao (2.12),
tem-se que

u(z) = c1(cos(kx) — isen(kx)) + co(cos(kx) + isen(kx))

u(z) = (c1 + c2)cos(kx) +i(ca — c1)sen(kx)
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sendo B = ¢ + ¢3 e C' =i(cy — ¢1), chega-se a solugao com o formato

u(z) = Beos(kx) + Csen(kx). (2.13)

Substituindo-se (2.13) em (2.10), observa-se que, de fato, ela é solu¢do para o presente
problema. E, como enunciado, a solucao é uma composicao de senos e cossenos. Entre-
tanto a equacao (2.13) ainda pode ser escrita, de uma forma mais compacta e simples,

como

u(z) = Acos(kx — @)

onde A é o afastamento maximo em relacao a posicao central, chamada de amplitude. O
angulo ¢ é chamado angulo de fase, que mostra o seu defasamento, ou seja, o quanto a

onda esta deslocada da origem.

Escolhemos o dominio (0, 1) por simplicidade e temos o problema como
u' +k*u=0 em (0,1),

com condicao de contorno de Dirichlet

e de posse da solugdo geral (2.13), tem-se uma soluc¢do para esse dado problema, apos as
devidas manipulagoes algébricas, obtém-se, finalmente, a solucao

() = asen(k — kx) + bsen(kx)
sen(k) '

2.2.2 Solucoes em duas dimensoes - ondas planas

Essa secao é dedicada apenas as solucoes na forma de ondas planas. As ondas planas
apresentam frequéncia e amplitude constantes, além de terem uma direcao especificada,
assim elas sao ditas nao dispersivas. A solucao sera obtida através do método de separacao

de variaveis para coordenadas cartesianas.

Considerando-se a equacio de Helmholtz Au + k*>u = 0 em R3 | o trabalho sera o
de procurar solu¢oes nao nulas que possam ser escritas como u(z,y, z) = X (2)Y (y)Z(2).
Esta ultima identidade é o que caracteriza o método de separacao de variaveis. Aceitando-

se que sera possivel encontrar solucoes desse tipo, a equagao de Helmholtz é reescrita como

X'YZ+XY"Z+XYZ"+kK*XYZ =0.
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Como sao procuradas solucoes nao nulas, pode-se dividir pelo produto XY Z todos os

termos da identidade anterior, obtém-se entao:

X// Y// Z//
S dh e R (2.14)

O lado direito da equagao (2.14) nao depende de z, pela forma como foi definido. Portanto,
a igualdade segue se ambos os lados forem iguais a uma constante, tal como A. Por estes

fatos estabelecidos, tem-se um novo par de equacoes

X"+ AX =0, (2.15)
Yl/ Zl/
ot R = A=0 (2.16)

que sdo satisfeitos simultaneamente. Fazendo o mesmo processo para a equacao (2.16), e

assumindo uma constante v, as fungoes X,Y e Z satisfazem

X" +AX =0, (2.17)
Y" +vY =0, (2.18)
7"+ (kK —=X—v)Z =0, (2.19)

para certos valores de A e v. Como procuram-se solugoes em propagacao de ondas,
consideram-se somente valores reais e positivos para estas constantes, sendo assim \ 1= o2,

v:= 3? com «, 3 € R. Entdo a equagao (2.19) pode ser reescrita como
7" +~*Z =0,

com
vi= k% —a?— 2

Para k? > o + 32, o parametro ~y serd também real e, entdo, obtém-se solucoes na forma

de ondas planas
u(x,y, z) = e tAI2) (2.20)

onde os parametros «, 3,y satisfazem a relacao de dispersao

o 4+ B2 44 = k2 (2.21)

Uma forma alternativa de se escrever ondas planas em duas dimensoes ¢ conside-

rando uma direcao o = (cos(f), sen()). Respeitando a relacao de dispersao para duas
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dimensoes, pode-se escrever a solucao para ondas planas como
U(ZL‘, y) _ eilc(;L’cos(9)—}-ysen(9))7 (222)

que é facilmente verificada numa relagdo analoga a (2.20) considerando v = 0. Usa-se
novamente a formula de Euler para encontrar uma forma de se escrever a solugao (2.22)

que sera de grande utilidade. A solugdo apresenta-se como
u(z,y) = cos(k(zcos(0) + ysen(0))) + isen(k(zcos(f) + ysen(h))). (2.23)

Nota-se que ela possui uma parte real e uma imaginaria, ou seja, a solucao esta no corpo
dos complexos. Contudo, como o operador de Helmholtz é linear, somente a parte real da

equagao (2.23) ainda sera solugao da equagao de Helmholtz. Assim,
u(z,y) = cos(k(xcos(0) + ysen(0))) (2.24)

também ¢é solugao para o problema de Helmholtz (2.9). E, de forma anéloga, pode-se ter
uma combinacao de n ondas superpostas e é possivel expressar como

n

up(z,y) = Z cos(k(zcos(0;) + ysen(6;))), (2.25)

i=1

sendo 6; a direcao de cada uma das ondas.

2.3 Formulacao fraca do problema

O método de elementos finitos de Galerkin, que serd apresentado no capitulo 3, neces-
sita da forma fraca, ou variacional, do problema de Helmholtz. A existéncia de solucao do
problema em sua forma fraca é garantida por resultados, cujos enunciados necessitam de
uma série de elementos de analise funcional. No apéndice A, encontram-se estas definicoes

e resultados.

Pode-se escrever de uma forma geral o problema de Helmholtz, preservando aspectos

dos funcionais, em uma notacao usual:

Encontrar w € V; :
b(u,v) = f(v), Yve,

sabendo-se que a forma sesquilhar b(u, v), o funcional antilinear f(v) e os espagos Vi e V5
variam de acordo com as condicdes de contorno estabelecidas para o problema. Assim,

apresenta-se a forma como é definida o problema de Helmholtz para certas condicoes de
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contorno, bem como os espacos onde ¢é definido.

2.3.1 Condicoes de Dirichlet

O problema de Helmholtz nao homogéneo em sua forma forte (classica), com condi¢oes

de contorno de Dirichlet, consiste em encontrar u com segunda derivada continua, isto €,

u € C%(Q) tal que

~Au—FKu=f em Q, (2.26)
u=g em 0, (2.27)

sendo 2 o dominio do problema, 02 a fronteira ou contorno de €2 e f um termo fonte.
Se f = 0 a equacao (2.26) é dita homogénea. As equagdes (2.26) e (2.27) podem ser
formuladas numa versao fraca, ou variacional, aplicando-se a primeira identidade de Green
(ou Integragao por Partes). Assim, a solugao do problema na forma fraca, consiste em

encontrar v € U, Yv € V| tal que a(u,v) = f(v), onde

a(u,v) = /Q(Vu Vo — k*uv)df (2.28)
Fv) = /Q fod9 (2.29)
entao deve-se encontrar u € U, Yv € V, e esses espacgos sao definidos da forma:
U={ucH(Q):u=g em 0Q}, (2.30)
V={veH Q) :v=0 em 09} (2.31)

Apenas como ressalva, as fungoes v sdo de suporte compacto, isto ¢ v € C3°(Q2) e que

¢ definida no apéndice A, bem como o espaco H'.

2.3.2 Condicoes de Robin

Considerando-se novamente v € C%(€2), um outro tipo de condi¢ao de contorno para

o problema de Helmholtz, na forma cléssica, é dada por

~Au—FKu=f em Q (2.32)

g—z + thu=g em 0, (2.33)
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onde n é um vetor unitario que aponta para fora do interior do dominio Qe 2 =+/—1. As
equagdes (2.32) e (2.33) referem-se a formulagao classica (ou forte) do problema, podendo

ser expressas na forma variacional como a(u,v) = f(v), onde

a(u,v) = /(Vu Vo — kK*uv)dS) + zk/ uvdos2, (2.34)
Q o0

flv) = /vadQ + /BQ gudof), (2.35)

U=V =H'(Q). (2.36)

Ao longo dos experimentos numeéricos, serd usada condicao de Dirichlet para os re-
sultados. Essa condicao de contorno oferece maiores dificuldades numéricas, devido ao

fendmeno de ressonancia que sera visto no capitulo posterior.



Capitulo 3

Solucao numérica por diferencas finitas e
elementos finitos

Os capitulos anteriores tiveram como objetivo formalizar o problema de Helmholtz
em aspectos fisicos e matematicos, necessarios para analise e formulacao dos métodos nu-
méricos. Neste capitulo serd feita uma andlise do problema em uma dimensao utilizando
o método de diferencas finitas, elementos finitos de Galerkin classico e o Galerkin Mini-
mos Quadrados (GLS). Posteriormente, seré feita a analise em duas dimensoes usando o
método de diferencas finitas, elementos finitos de Galerkin, GLS e Método de Elementos
Finitos Quase Estabilizado (QSFEM).

3.1 Diferencas Finitas Centradas

A anilise tera inicio com o método de diferengas finitas centradas (MDFC), pois trata-
se de um método de mais simples implementacao e historicamente anterior aos outros
que serao apresentados. Partindo da equacao de estudo, em nosso caso a de Helmholtz,

necessita-se apenas da nocao de derivadas no sentido forte para a construcao desse método.

A analise serd subdividida, primeiramente, em uma dimensao e, depois, para duas
dimensoes, com o intuito de que o trabalho fique estruturado de forma harmoénica e

concisa.
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3.1.1 Em uma dimensao

Seja uma funcao u : 2 C R — R pertencente a C*°, sendo €2 seu dominio, x um ponto

no interior do dominio e x + h € Q, entao esta fungdo pode ser escrita como |[21]:

" 2 (n—1) n—1
(s + h) = u(z) + o (@)h + @R gy, (3.1)
2! (n—1)!
onde -
O(h") = u (@ + buh)h , com 0<#0,<1, VneN. (3.2)

n!

A equagdo (3.1) interpreta-se como um polinémio de ordem n — 1 que interpola a
funcao v em torno do ponto = e que se chama polinomio de Taylor. A partir destas

equacoes pode-se aproximar a derivada segunda da funcao v usando

u(x +h) = u(z) +u'(x)h + %)h?
w(x —h) ~u(xr) —u'(z)h + M,

que somadas termo a termo, ainda reposicionando u” a esquerda, obtém-se

u(x —h) — 2u(z) + u(x + h)
hQ

" ~ —
u'(x) = D, U; = : (3.3)
Representa-se o dominio de forma particionada, onde analisa-se a solu¢ao de forma
pontual. Cada ponto desse dominio chama-se n6 e a distancia entre eles sera h. A esse
conjunto discreto de nés dé-se o nome de malha, representado esquematicamente na figura

abaixo:

Figura 3.1: Dominio discreto

Com base na figura (3.1), serd usada a notagao u(z) = U; para a func¢ao avaliada no
n6 i, u(xr—h) =U;_y emi—1eu(x+h) = U, emi+1. Com essa maneira de representar
o dominio de forma discreta, escrevemos a derivada segunda como:

Ui1 —2U; + Ui
72
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Assim, uma aproximacao por diferencas finitas centradas de segunda ordem para o

problema de Helmholtz unidimensional é definida como
D, U; + sz’L = 07

que de forma explicita é escrita como

RPFU, .y +25PFU + RPFU =0 (3.4)
com
RPF =1 (3.5)
kh)?
SPE — ( 2) —1 (3.6)

3.1.2 Em duas dimensoes

Nossa analise para o MDFC em duas dimensdes é andloga & unidimensional tratada na
sessao (3.1.1), define-se a série de Taylor para a fungao nessas condigoes, serd usada uma

notacao adequada a malha e estes conceitos serao aplicados ao problema de Helmholtz.

Seja uma funcao u : QO C R? — R pertencente & C°°, sendo z,y pontos interiores ao

dominio Q e x + h,,y + h, € Q. Esta fungao u pode ser escrita como [22]:

e g) = ) + s e+l ) '+ O(R) 5.7)
i heg) = ) — )b+ )+ OB 55)
u(z,y + hy) = u(z,y) + uy(z, y)hy + uyy(z, y)%?3 + O(h?) (3.9)
u(x,y — hy) = u(x,y) — uy(x, y)hy + uyy(z, y)%z’ + O(hz) (3.10)

Necessita-se de expressoes para g, € Uy, tendo como ponto de partida as equacoes
(3.7), (3.8), (3.9) e (3.10), assim como se fez para uma dimensao. Portanto, apos certas
manipulacoes algébricas, chega-se nas expressoes que aproximam as derivadas de segunda

ordem como:
u(z + he,y) — 2u(,y) + u(@ — ha, y)

_u(x,y+hy) = 2u(z,y) +u(r,y — hy)
Uyy =~ 2
Yy

O dominio discreto serd referenciado junto com dois indices: um i que compete ao
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eixo horizontal e um j para o vertical. A solucao u sera analisada sobre esses nos segundo

a posicao dele em 7 e em j, sendo da forma U, ;.

1'17.] 19] 1+1;J

e
Ny
\

Figura 3.2: Dominio discreto com h, = hy, = h

Utiliza-se de uma notagao baseada no dominio discreto conforme a figura (3.2). Sendo
assim, tem-se u(x,y) = U, ;, u(z +h,y) = Uip1 4, w(lx —h,y) = Uiy j, u(z,y+h) = U; j1
e u(z,y —h) = U, j_1. A figura (3.2) representa uma malha uniforme, quadrangular, com

esténcil de 5 pontos. Desta forma, pode-se escrever a equagao de Helmholtz como

Uit1; —2U; 5 + Ui n Uijr —2U; 5 + Ui j—1

h2 h2 + kQUiJ - 0

e que multiplicando por h? o lado esquerdo da igualdade tem-se ainda que
Uirr; — 2Uij + Uimrj + Uijr — 2Us 5 + Uiy + WPK*U; ; = 0
sendo escrito de forma compacta como
AUz j+ AU o + AUy + AU jp + AU 5 =0 (3.11)
com

Ai=1 e Ay=—4+h%k? (3.12)

A forma como é escrito o método de diferencas finitas em (3.11) sera de grande auxilio
quando a analise de dispersao do problema para este método for explorada, procurando

estimar o efeito de poluicao.
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3.2 Elementos Finitos de Galerkin

Alguns aspectos do método de elementos finitos de Galerkin sdo gerais, isto é, inde-
pendem da dimensao e também do espaco de funcoes. Assim, esse primeiro olhar sobre o
problema de Helmholtz, com base nesse método, serd chamado de formulacao geral. Apos
este preambulo, serao definidos os espacos de funcoes que variam segundo a dimensao do

problema.

3.2.1 Formulacao geral

Uma definicao de extrema importancia que seréd utilizada para enunciar o método de

Elementos Finitos de Galerkin ¢ o de espaco de dimensao finita [11].

Definicao 3.1. Um espaco de funcoes V' tem dimensao finita, se existe n € N, e um
conjunto de fungdes ¢; : @ C R* = R, i € {1,...,n}, tal que qualquer fungao v € V pode
ser escrita como uma combinacao linear das funcoes ¢;. Isto é, existem n escalares «; tal

que v =Y ;.

No capitulo 2, foi enunciado o problema de Helmholtz, em sua forma fraca, para um
espaco de dimensao qualquer, desde que seja “Sobolev” (ver apéndice A). Entretanto, o
método de elementos finitos, na formulagao de Galerkin, aproximara a solucao dentro de
um espaco de dimensao finita, seguindo a definicao 3.1. Desta forma, define-se o espaco
de dimensao finita V" que é usado para aproximar a solucdo exata u, sendo a solucdo
aproximada u" € V. O problema com condicoes de contorno de Dirichlet, por exemplo,

é o de encontrar u” € V", tal que

/ (Vu - Vol — k*uo")dQ = / fohdQ. vl e VI (3.13)
Q Q

Como o espago onde ¢ procurada a solucao aproximada é de dimensao finita, é portanto
Nh ~ . . ~
gerado uma base {¢;}; . Pode-se representar a solugao aproximada u" como combinagao

linear das funcoes base, isto é

u(z) = Zai@-(z), z € R? (3.14)

com o0s coeficientes «; a serem determinados.

Destaca-se que a solucao aproximada agora pertence a um espaco de dimensao finita,
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onde u” é escrita segundo (3.14) e que v" € V", Substitui-se (3.14) em (3.13) e obtém-se

/Q[V(Z aipi(x)) - Vo,(z) — k? Z ;i (1) ¢;(x)]dS2 = /Qf%‘(x)dQ Vi€ {1, ..., Np}

ou ainda
Nh
;;@Av@@yv@@%4ﬁmm@@m9:1#@@m9 Vje{1,..., Ny}

Define-se a matriz A = (a;;), também conhecida com o nome de matriz de rigidez,

%:LVM@V@mM—HLM@¢MMI (3.15)

e 0s vetores @ = (o, Qa, ..., an, )t e b= (b)), tal que
b= [ rerin.

Assim, o problema original em um espaco de dimensao infinita, quando se faz a
suposicao de que ele é soluvel em espacos de dimensao finita, tem a forma de um sistema

linear de equacoes algébricas

Aa=b (3.16)

3.2.2 Espaco de funcoes lineares por partes - caso unidimensional

A partir de agora, o trabalho sera o de caracterizar as funcoes ¢ no espaco de funcoes
definido. Sendo 2 C R um aberto, particiona-se esse dominio em elementos finitos €2, nao
degenerados, isto é, nao se reduzem a um ponto. A uniao desses elementos gera todo o €2
e a intersecao desses elementos é vazia. Dessa forma, o dominio de cada elemento sera o
intervalo aberto Q, = (25, 25) e Q = U (¢;_1, ¢;), onde Nel é o niimero de elementos e

¢; um vértice de um elemento.

Considerando essa particao do dominio, define-se o espaco das funcoes continuas li-

neares por partes como

Vi={g€C(Q):yg

(ci—1,¢i) é linear}, <317>

ist0 €, gl(c;_1,e) (%) = 7w + B;, sendo 7;, B; € R constantes apropriadas. Sabe-se ainda que
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o conjunto das funcoes ¢; forma uma base para o espaco V" e define-se como

B 1 se 1=

e vé-se também que qualquer funcdo v" € V" pode ser escrita como
v (z) = Zzzgzﬁz(x) (3.19)

A forma como é definida a funcao ¢; parece ser aleatéria, entretanto, nao é. Ela
completa o sentido pelo qual foi definido o sistema em (3.16), pois o vetor « deve conter
exatamente a solucao sobre o no, ou vértice dos subintervalos. Portanto, se u(z;) contém
a solucao sobre o vértice, a solucao no vetor o deve ser a mesma para que o sistema tenha

sentido. E, claramente, observa-se que
a; = u(z) (3.20)

pois a fun¢ao ¢; é nao nula exatamente em cima do n6. Com isso, a forma como se define
¢; ¢ compativel com o espaco de funcoes e como encontra-se a solucao no sistema linear

definido em (3.16).

Com base nas formulagoes e defini¢oes anteriores, principalmente (3.17) e (3.18), faz-
se uso de algumas funcgoes de base bem especificas. Usa-se a notacao para as funcoes base
restritas a um elemento. No caso unidimensional serao duas funcoes para cada elemento,

como ilustra a figura a baixo:

i(z)  ¢5(z)

€ e
T Lo

Figura 3.3: Funcoes base para um elemento.
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Desta forma, as expressoes que caracterizam tais funcoes sao dadas por

T5—T
() = —— 3.21
¢1($) $§ _ l'i’ ( )
T — x5
5(x) = —— 3.22
¢2(I) :ES . xi? ( )

sendo ¢f e ¢5 as fungoes restritas a apenas um elemento, z§ e z§, seu dominio, com
x{ < x < z§. A partir destas fungoes, pode-se construir a matriz do sistema, que é

composta por matrizes para cada elemento, chamadas de matrizes locais.

A matriz local K¢ no caso unidimensional, com malha uniforme, ¢ dada por uma
mesma expressao para qualquer elemento do dominio. Por questoes de ter-se uma malha
uniforme, com parametro h, e de simetrias, K9 = K¢ e KI5 = K¢, Assim, as matrizes

locais assumem a seguinte forma:

2h

6
2

a

™
=
B

I
S| :“|>—‘

Kloc —_

N
>

(3.23)

o

k%h
3

|
El»—‘ S| =
>

|

Resta montar a matriz global, pois o que foi feito até o momento sao matrizes locais,
restritas a um tnico elemento do dominio. Repara-se a forma como foram definidas as
fungoes de base em (3.17) e (3.18), ela contribui para dois elementos, sempre um a esquerda
e outro a direita de cada n6. No entanto, quando as matrizes locais sao calculadas, usa-
se o esquema da figura (3.3) que d& a metade da contribui¢do da funcdo base. Tendo
em vista essa decomposicao do dominio, a passagem das matrizes locais para a global
é chamada assembly ou montagem. Lembrando ainda que o assembly respeita a forma

como sao escritas as solucoes em (3.19) e (3.20).

No caso unidimensional essa superposi¢do acontece nos elementos K!9¢ e K¢, com
excecao dos elementos que tenham nés no contorno. Portanto, a matriz de global assume

a forma

_SGal RGal 0 0
RGal 2 SGal RGal
0 RGal QSGal RGal

K=| " o e (3.24)
RGal 2SGal RG’al 0

RG’al QSGal RGal
0 0 RGal SGal
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e tendo que R = Klo¢ e SG = K% de (3.24) tem-se ainda que

2 2
SO N ) (35)

Pode-se fazer uma interpretagao da matriz K (3.24) por colunas ou linhas. Analisando
por colunas vé-se exatamente a solucao para cada n6 como a combinacao linear das funcoes
base, como em (3.19) e (3.20). A segunda anélise, por linhas, corrobora a representagao
de um né e a influéncia de seus vizinhos laterais mais proximos. Este tdltimo fato é
evidenciado quando efetua-se a multiplicacao de uma das linhas da matriz K pelo vetor

solucao.

Finalmente, excluindo-se a primeira e tltima filas da matriz K por se tratar de con-

torno, pode-se escrever o método, para o caso homogéneo, ainda pela forma

RO,y +259'U; + REU,,, = 0. (3.26)

Nota-se ainda que os valores de R e S% diferem um pouco de (3.23), mas ¢
justamente porque (3.26) é homogénea, bastando dividir (3.26) por h para que seja igual
as entradas em (3.23). Faz-se essa manipulagio algébrica para mudar a aparéncia da

matriz, a solugao nao é alterada.

3.2.3 Espaco de funcoes lineares por partes - caso bidimensional

Para o caso bidimensional, faz-se o mesmo trajeto de definicoes que foi feito em uma
dimensao. Comeca-se por particionar o dominio, visando os elementos retangulares que
o compoe, fazendo-se uma numeracao por elementos. Logo em seguida, caracteriza-se as
funcoes base, sendo agora bilineares. Constroi-se entao as matrizes locais e conclui-se com

a matriz global.

Considere M" = {Q1, ..., Qe } uma partigdo, em elementos finitos ., do dominio nao
degenerado e aberto 2 C R?. Cada par de elementos satisfazem Q. N Q. = (. Também,

tem-se que QU T = Ui\g(ﬂe UT) onde I" é a fronteira de 2 e I, a fronteira de €Q..

Em um elemento retangular, embora tenha 4 pontos ou arestas, precisa-se de dois
valores de x, {xf, 25}, e dois de y, {y$, y5}, para que suas quatro arestas sejam mapeadas.
A figura (3.4) mostra essa particio do dominio 2 e que, por exemplo, para o elemento

Q?7 pI‘GCiS&—Se de (IzvyI% (xgvy’27>7 (xLy;) € (xgvyi?>

As fungoes bilineares sao definidas com restricdo a um dado elemento €2, do dominio
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Figura 3.4: Numeracao dos elementos e suas coordenadas

2 que sao escritas como

V"o, (2, y) = avy + by + cx +d (3.27)

onde a, b, ¢, d sao constantes apropriadas dependentes de cada um dos elementos, sendo os

graus de liberdade da funcao. Ainda impo6e-se a mesma condicdo do caso unidimensional

B 1 se 1=

onde i e j sdo indices para os N vértices, ou nos, da parti¢do, conforme figura (3.5).

y

21 22 23 24 25

16 17 18 19 20 @
1 2
1 12 13 14 15,

Figura 3.5: Numeragao Global e Local dos nos

Nota-se que a figura (3.5) apresenta duas numeragoes. A primeira é global, com
indices i e j variando dentro do conjunto {1,2,3, ..., N}, permitindo definir as fun¢des ¢;
segundo (3.28). A segunda numeragio é local, com indices variando dentro do conjunto
{1,2,3,4} que é favoravel a defini¢io das fungbes ¢; restritas a um elemento apenas, assim

como se fez no caso unidimensional em (3.21) e (3.22).

Utilizando-se a numeragao local proposta esquematicamente na figura (3.5) define-se
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as funcoes base para um elemento especifico, em uma malha uniforme conforme figura

(3.5). Valendo-se de (3.27) e (3.28) tem-se que

o) = oy (330)

Utilizando-se as fungoes de base descritas de (3.29) até (3.32), a forma integral (3.15)

e reparando-se certas simetrias, a matriz local para cada elemento é dada por

Kl = : (3.33)

E sendo z§ — 2§ = y5 — y§ = h, as entradas da matriz em (3.33) sdo dadas por

2 k2h
A= — 20 3.34
1=~ (3.34)
~1  k2h
Ay= — 22 .
7 6h 18 (3.35)
—1  k2h
Ay = — > 3.36
T 3h 36 (3.36)

Nao foi efetuado nada mais que a integracao com as func¢oes base, sem nenhuma ma-
nipulacao algébrica, coisa que sera feita posteriormente para modificar a aparéncia das

matrizes.

Ainda resta o assembly, ou montagem, da matriz global. O dominio foi decomposto
em elementos quadrangulares e as matrizes locais sao calculadas para cada um deles, até
mesmo conforme a figura (3.4). Por outro lado, as fun¢des base ndo sdo definidas para
um elemento, e sim em funcao do né. Portanto, quando se integra e computa as entradas
da matriz local, é levada em consideracao apenas uma parte da funcao base, restrita a
um elemento. O assembly faz essa realocacao das contribuicoes para cada né, dentro da

matriz global.
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Escrevendo-se numa forma semelhante a (3.11) tem-se:

A??“ZUZ-_LM + AgGaleij + A3GalUi+Lj+1
+ AU+ AT+ AT U0 = 0

onde os coeficientes que acompanham a solucao discreta valem

8  4k2h?
AGd — — 3.38
o= (3.38)
N
AGH = 3.39
2 g (3.39)
N
A — . 3.40

A equacao (3.37) pode ser dividida por h em ambos os membros para que estes coefici-
ente sejam idénticos as entradas em (3.33). Foi feito esse mesmo procedimento no caso

unidimensional também, alterando-se apenas a aparéncia da matriz global.

3.3 Analise de Dispersao

E preciso verificar agora qual é a relagao existente entre a discretizacao dos métodos,
seja por diferencas finitas, ou por elementos finitos, e a propria solucao exata, ja que é

conhecida para certas condicoes de contorno. Para tanto, sera utilizado o que é chamado
de esténcil de (3.4), (3.11), (3.25) e (3.37).

3.3.1 Caso unidimensional

Considere o problema unidimensional segundo
' +ku=0 em (0,1) (3.41)

e faz-se a suposicao de que o problema tem solucao tnica para uma dada condicao de
contorno e um valor de k. Sabe-se que a solucao exata para o problema é dada pela
equacdo (2.12). E intuitivo procurar uma solucdo nodal aproximada com o mesmo formato

da exata, com a forma

u(z;) = ek (3.42)
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sendo u"(x;) a solu¢do aproximada em um né j, k" o nimero de onda discreto e valendo-se
da discretizagdo uniforme z; = (j —1)h com j = 1,2, ..., n. Segue-se, entdo, a idealizacdo

discreta de um esquema de diferencas finitas como
Ru(z; — h) 4+ 25u(x;) + Ru(z; + h) = 0. (3.43)
Substituindo (3.42) em (3.43), considerando u”" = u, tem-se a seguinte equagao
Re*"@i=h) 4 9Geik"wi | etk (2ith) — () (3.44)
Multiplicando-se ambos os termos da equacao anterior por e~ %" tem-se
Re™*"" 498 4 Re*"#i = 0, (3.45)
e também por e*"" tem-se a equacdo de segundo grau
RN +2SA+R=0 (3.46)

. h ~
onde \ = ¢*"" E, portanto, tem-se as solucoes

2
)\:—%i\/%—l (3.47)

Analisando (3.47) tem-se uma soluc¢ao puramente real se |S/R| > 1, do contrario a soluc¢ao
serd complexa com parte imaginaria nao nula. Voltando & equagao (3.45) e usando a

formula de Euler da mesma forma que (2.22) transformando-se em (2.23), observa-se que

2Rcos(k"h) + 2S5 = 0. (3.48)

Portanto, o niimero de onda aproximado, ou discreto, é dado por

k' = %arcos (—%) . (3.49)

Para o método de Galerkin, considera-se S e R conforme (3.5) e (3.6), e para o método
de diferencas finitas, com S e R como calculados em (3.26), a estimativa para o erro de

fase, seguindo a referéncia [9], é dada por:

k—k' (kh)? ,
=5 T O(kR)Y). (3.50)
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3.3.2 Caso bidimensional

O caso bidimensional, segue a mesma ideia de discretizacao e analise do unidimensi-
onal. Considere uma malha uniforme com elementos quadrados, de lado h. Por questoes
de simetria e invariancia em rela¢do a translacio [9], a equacao do esténcil sera dada pela

forma
Agu(l’j — h, yj + h) + AQU(Ij, yj + h) + Agu(l’j + h, yj + h)
+Asu(zj — h,y;) + Avulz;, y;) + Asu(a; + b, y;) (3.51)
+Asu(x; — h,y; — h) + Asu(z;,y; — h) + Asu(x; + h,y; —h) =0
e procura-se solucoes que sejam ondas planas escritas sobre a forma

Uh<xj,yj) _ eikh(gcjcos(e)—i-yjsen(e) (352)

sendo u" a solugdo aproximada, avaliada nos nos (z;,y;), com o ntimero de onda dis-
creto k. Substituindo-se (3.52) em (3.51), tem-se a seguinte relacdo de dispersdo para o

problema discreto em duas dimensoes:

Ay + Ay(cos(k"heost + cos(k"hsend)) + 4Ascos(k"heosd)cos(k"hsenf) = 0. (3.53)

O método de Galerkin, e também Diferencas Finitas, apresenta o erro relativo de fase

da forma

k—k" (kh)?
= (34 cos(46)) %

+ O((kh)*). (3.54)

3.4 Galerkin Minimos Quadrados (GLS)

O método agora enunciado consiste em se adicionar certos termos a formulacao classica
de Galerkin, esses como residuos na forma de minimos quadrados. Pode-se mencionar um
primeiro artigo de Hughes, Franca e Hulbert [14] em que esse método foi trabalhado para
equagoes de advecgao-difusdo. Posteriormente, Harari e Hughes [12] extenderam essa
formulacao para o problema exterior de Helmholtz, usando o processo de DtN (Dirichlet-
to-Neumann), consistente com a condic¢ao de radia¢ao de Sommerfeld. Embora este ultimo
trabalho seja intitulado para um problema exterior, o problema interior também é tratado.
Uma anélise para o problema de Helmholtz em duas dimensoes foi feita por Thompson e
Pinsky [28].
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Supondo-se novamente uma forma bilinear e uma malha quadrangular uniforme, tem-
se que encontrar u, € V" na formulacdo variacional, adicionando-se novos termos, que

assume a forma
a(u" v") + Tagrs(u”, o) = f(O") + Tfars(v"), Vo e VM

onde

acrs(u,v") = Z/ (—Au" — B2 (= Av" — E2™)dQ

i=1 /e

Nh
fars(@") =) / (—Av" — kM) fdQ.
=1 e

Os termos agrs(+, ) e fers(+) sdo os residuos que sdo mencionados anteriormente e
que sao adicionados & formulacao classica de Galerkin. A matriz local para o método GLS

assumiré a forma

loc __ loc loc
K™ = Kgar + KgLs,
que para uma dimensdao K29, ¢ dada por (3.23) e K¢ é

A Ag
A A

loc

com,
Ay =7K'h(1/3) e Ay =T7K'h(1/6)

e para o problema em duas dimensdes K295, ¢ dada por (3.33) e KX e expressa como

A Ay Az Ay

Kl s = (3.56)

onde as entradas da matriz sao dadas por
Ay =7E*h(1/9), Ay =7E*h(1/18) e As=Tk*h(1/36).
Efetua-se apenas as integracoes para construir as matrizes locais. As entradas da matriz

local para o método de Galerkin podem ser escritas como

1
a/iLAL, A3 = g + OGAL (357)

8 1
A1=—§+04GAL, A2=§+
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onde considera-se agaz, := (kh)?/9. Para obter-se as entradas da matriz para o método
GLS, basta que se troque agaz por agrs = agar(l —7k?), o que resulta uma forma mais

compacta de representacao do esténcil para o método GLS.

Entretanto, observa-se ainda um parametro de estabilidade 7 na forma bilinear do

GLS. Em duas dimensoées ele segue como |[12]

1 (1 A= cos(s1) — cos(ss) = 2603(31)603(82))

R (2+ cos(51))(2 + cos(s2) 2R (3:58)

T

onde,
s1 = khcos(0) e sy = khsen(0).

A direcdo 6 = % ¢ normalmente escolhida para duas dimensdes |[12]. O parametro de

estabilizacao para uma dimensao é intuitivamente dado pela escolha de 8 = 0, observando
a natureza da solucao para o problema. Assim, tem-se que

1 6(1 — cos(kh))
TR (1 CR2R2(2+ cos(kh)>

T

minimiza o erro da solucao aproximada ao erro do interpolante, em quaisquer normas.

Resultado este que sera visto no capitulo posterior.

Uma dificuldade que é encontrada a primeira vista é a dependéncia do parametro 7
com kh, o que acarreta a impossibilidade de estabilizacao do método para uma malha
nao uniforme, pois nao ha uma escolha tinica de h, apenas uma que minimize o erro e que

depende da malha e sua distorcao em relacao a uniforme.

Na tentativa de deixar o texto conciso e mais objetivo quanto aos métodos, omitimos
a forma de determinacao do parametro 7. Contudo, ele é determinado na insercao dos

parametros em (3.57) na relagdo de dispersao (3.53) para duas dimensoes.

O erro relativo de fase para o método GLS [9], para um angulo diferente do 6 6timo,

é da mesma ordem que o de Galerkin

ke — (kh)?

= cos(40) o + O((kh)"). (3.59)

3.5 Meétodo de Elementos Finitos Quase Estabilizado
(QSFEM)

O método QSFEM foi proposto por Babuska [4| com o intuito de minimizar o efeito de

poluicao do erro para o problema de Helmholtz em duas dimensoes. Contudo, este método
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nao é construido sobre uma formulagao variacional, assim como o GLS, ele é definido de
forma similar a um método de diferencas finitas. Portanto, supoe-se um dominio discreto
com uma malha uniforme, formada por quadrados e que o esténcial dos nés interiores

possuem a forma

G3U(Ij — h, yj + h) + qu(Ij, yj + h) + Ggu(l’j + h, yj + h)
+G2U(£Cj - h7 y]) + Glu(xja y]) + GQu(xj + ha y]) (360)
+Gsu(x; — h,y; — h) + Gou(z;,y; — h) + Gsu(x; + h,y; —h) =0

onde G, G e G5 dependem de kh e u” € S;,(Q) a solugao aproximada dada por

u(z) = ul(z)éi(x). (3.61)

Esse método agora utiliza um ferramental da teoria (integral) da transformada de Fourier
para verificar a qualidade da solucao na forma discreta. Essa parte da teoria ¢ melhor

detalhada em [5]. O simbolo do operador de Helmholtz ¢ dado por

a(&) = |l¢]]” — & (3.62)

onde £ € Re [[€]]? := & + &2, com & = khcosl e & = khsenf. Assume-se agora que
o esténcil dos pontos interiores do dominio para o QSFEM, segundo (3.60), é dado na

forma matricial

Gs Gy Gj
G - G2 Gl G2 (363)
Gs Gy G

onde G1,G5 e G3 dependem de k e h. O simbolo do operador diferenca correspondente

para o esténcil é

Oestneit (&) := G1 + 2Ga(cos(&1) + cos(&r)) + 4Gscos(&1)cos(E2) = 0. (3.64)

A ideia ¢ de minimizar a distancia entre o circulo descrito em (3.62) e a curva projetada
em (3.64). O esténcil obtido por meio dos ultimos calculos faz com que essas duas curvas
interceptem-se em 16 pontos

(2n — )7

="

n=1,..16. (3.65)

Uma forma de se obter GG1, G e (G5 é predefinindo G; = 4 e resolvendo um sistema
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de duas varaveis, Gy e (G, e duas equacoes

G1 + 2G5 (cos(hRy) + cos(hRy)) + 4Gscos(hRy)cos(hRy) = 0 (3.66)
G1 + 2Gs(cos(hSy) + cos(hS3)) + 4Gscos(hSy)cos(hSs) = 0 (3.67)
onde
T
Ry = kcosE, (3.68)
T
Ry = ksenﬁ, (3.69)
3T
Si = kcosﬁ, (3.70)
3
Sy = ksen1—6. (3.71)
(3.72)
Assumindo-se « := kh e definindo os coeficientes do esténcil para pontos interiores do
dominio do método QSFEM como
G =4 (3.73)
cr(@)s(a) — ca(a)sz(a)
Gy =2 3.74
2 @@ er@) + (@) — ex(@)s1(@)(ea(a) + s2(a) 70
Gy — ca(a) + sa(a) — c1(a) — s1(a) (3.75)
ca(a)sz(@)(cr(@) + s1(a)) — cr(@)si(a)(c2(a) + s2(a))
e assumindo funcoes auxiliares cy,co,51 €S2 que sao definidas por
T
c1(a) = cos (acosl—G) , (3.76)
b
s1(a) = cos (ozsenl—G) ) (3.77)
ca(a) = cos (acosg—ﬁ) , (3.78)
16
3T
so(a) = cos (ozsen1—6) : (3.79)

O erro relativo de fase para este método é da ordem de

k— kM cos80 6 8
= —774144(k‘h) + O((kh)®).
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3.6 Ressonancia

Um fendémeno analitico, e também numeérico, que serd explorado é o que chamamos de

ressonancia, seguindo a referéncia |9]. Para tanto, considera-se o problema unidimensional

u' +k*u=0 em (0,1) (3.80)
u(0) =a, wu(l)="»b (3.81)

O problema (3.80) com condi¢oes de contorno de Dirichlet (3.55) tem a solugao

_a.sen(k — kx) + b.sen(kx)

u(z) = sen(h) (3.82)

Uma primeira analise, com rapida inspegdo dos termos da soluc¢ao (3.82), ja aponta
um sen(k) no denominador. Portanto, é trivial se pensar que a fungao possa ser nula para
algum valor de k. A fungao sen(k) é nula para k = nr, para qualquer valor de n € N.

Pode-se verificar também pelos autovalores do operador —A em uma dimensao
A\, = n?m’, (3.83)

Quando k? = ), surge ressonancia.

Os métodos apresentados até agora permitem formular uma solucao sobre a forma

Al (zj ) + Agu(25) + A (zj40) + (3.84)
k32(31uh($j_1) + Bguh(l‘j) + Bluh(xj+1)) = 0.

A solucao desse problema sobre a forma discreta é dada por

a.sen(k" — khz;) + b.sen(k"x;)

u(x;) = sen (k) (3.85)
onde k" é o nimero de onda discreto:
1 Ay + k2B,
- _ ] 3.86
ntees ( 24, + 2/<:2B1) (3.:86)

E possivel visualizar a ressonancia tanto no problema continuo, quanto no discreto.
Contudo, sabe-se que no método de elementos finitos de Galerkin e Diferencas Finitas o
namero de onda discreto difere-se do analitico, evidenciado pela equagao (3.86). Portanto,

mesmo que a solucao exata esteja em ressonancia a aproximada nao estara, e vice-versa.
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Da mesma forma, a ressonancia acontecera em
k" =nm, para neN (3.87)

e substituindo (3.87) em (3.86) tem-se os valores de k para os quais o problema discreto
entra em ressonancia:

12 — Ay — 2A cos(hn)
By +2Bcos(hnr)

(3.88)

E possivel fazer a mesma anélise para o problema bidimensional considerando um

dominio (0,a) x (0,b), sendo que os autovalores do operador —A sdo

2 n2
pU—— Lo 3.89
T {a +b} ( )

Observa-se que o fendmeno de ressonancia para o caso bidimensional é severo para efeito
de erro, pois tem-se dois parametros que causam ressonancia, ou seja, maior probabilidade

de entrar em ressonancia ou estar proximo dela.

Necessita-se, em primeira instancia, de métodos que facam k" = k, com a finalidade
de se evitar a degradacao da solucao numérica com o agravante da ressoancia numérica.
O método GLS para uma dimensdo é capaz de eliminar, tornando k" = k. Para duas
dimensoes o GLS nao minimiza esse efeito. O método QSFEM ¢é apresentado para con-
tornar e minimizar tais efeitos para o problema 2D, oriundos primariamente do efeito de

poluicdo, diferenca k" — k.



Capitulo 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados os resultados para os métodos formulados através dos
capitulos anteriores e os resultados sao divididos em duas partes para melhor clareza. A
primeira consiste de uma anélise do problema em uma dimensao com trés métodos: Galer-
kin, MDFC e GLS. A segunda parte consiste de uma anélise bidimensional do problema,
utilizando quatro métodos: Galerkin, MDFC, GLS e QSFEM.

4.1 Implementacao Computacional

Todos os codigos ao longo desse trabalho, os quais encontram-se no apéndice B, foram
implementados em Matlab versao 2010 64 bits [1|, em ambiente Windows 7, com notebook

Samsung de processador intel i3 e 4GB RAM.

Os codigos possuem parametros de entrada, tais como: nimero de onda, niimero de
no6s ou elementos, defini¢oes de malha (dominio e partigao) e valores de contorno. Quanto
a esse aspecto inicial eles nao se diferem muito entre si. Ha diferenca do caso 2D para o

1D porque no primeiro acrescenta-se a diregao da onda como parametro.

No método de diferencas finitas, tanto no 1D, quanto no 2D, a implementacao foi
similar. Dé-se os parametros de entrada, constroi-se a matriz do sistema, aplicam-se as

condigoes de contorno, no caso Dirichlet, para os nés devidos e resolve-se o sistema.

J& no método de elementos finitos de Galerkin, GLS e QSFEM faz-se uma implemen-
tacdo com outras estruturas de dados, distintas do método de diferencas finitas. Neste
método, usa-se integracao numérica para a construcao das matrizes locais, no caso, qua-
dratura de Gauss com 3 pontos [18]. Usa-se no codigo um vetor de estruturas [24] para

armazenar todas as informacoes de cada elemento, tais como: posi¢ao final e inicial, em
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x ey, valores das funcoes base e outros. Usa-se ao longo do cédigo a funcao sum que é

uma forma vetorizada do "loop” de "for".

Em ambos os cédigos utiliza-se a estrutura de dados sparse, que armazena os vetores
de maneira 6tima com relacao a memoria do computador, pois todos os vetores sao do
tipo esparso, com uma quantidade alta de zeros. Pode-se inicializar os vetores com a
funcao zeros, onde todos os zeros sao armazenados na memoria do computador. Uma
desvantagem na estrutura sparse ¢ sua inicializacao, pois a funcao zeros é um pouco
mais rapida pois nao tem que efetuar a otimizacao dos elementos na memoria. Contudo,
torna-se inevitavel nao se usar a estrutura sparse e essa lentidao torna-se infima conforme

o numero de elementos cresce.

Uma particularidade do Matlab é que quando inicializamos uma estrutura do tipo
sparse ele ja otimiza a resolugao do sistema linear algébrico. A figura (4.1) mostra que
até 600 pontos na malha, para o método de Galerkin no caso unidimensional, a iniciali-
zacao por zeros € vantajosa computacionalmente, mas depois desse valor a sparse é mais
eficiente. Outro fator a ser levado em conta é que mesmo fazendo-se 30 simulagoes para
cada valor de malha, a estrutura do tipo sparse é mais estavel, para valores proximos de

malha, com relagao ao tempo de execucao.

0.25 :
Galerkin (sparse)
— Galerkin (zeros)
0.2~ _
0.151 N

0.1+ //
0.05[ // i

| | | | | | | |
?00 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Numero de Elementos

Tempo médio de execucdo em segundos

Figura 4.1: Numero de onda k£ = 30 no método de Galerkin 1D, com 30 simulagoes para
cada resolucao de malha, variando de 100 a 1000, em intervalos de 10.

Repara-se através do grafico (4.1) que a complexidade do algoritmo é da ordem de O(n)
[27] pois o tempo de execugao aumenta linearmente conforme aumentamos a resolucao da

malha. A analise do tempo de execucao nao leva em consideracao as funcoes de geracao
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grafica da solucao.

A figura (4.2) faz a mesma andlise mas s6 que para o caso bidimensional. Nota-se
para esse caso uma complexidade da ordem de O(n?), tanto para o caso sparse e zeros,
que é evidenciado pelos dois "loops” de "for"”. Contudo, a curva da estrutura inicializada
por sparse € bem menos acentuada que a por zeros. O ganho em desempenho acontece
perto de 2200 elementos na malha, sem mencionar os ganhos em memoéria, podendo-se

gerar malhas bem mais refinadas.

25

—— Galerkin (zeros)
Galerkin (sparse)

Tempo médio de execugdo em segundos

0.5

| | | |
2000 2500 3000 3500

Numeros de Elementos

| |
500 1000 1500

Figura 4.2: Numero de onda k£ = 1 no método de Galerkin 2D, com 15 simulagoes para
cada resolugao de malha, variando de 100 a 3600, em intervalos de 25.

O grande gasto computacional acontece dentro da resolucao do sistema, pois a cons-
trucao das matrizes em si tem um gasto bem inferior. Entretanto, o Matlab consegue

contornar bem este fato, conseguindo excelentes resultados através da estrutura sparse.

E necessario dar énfase a estrutura de dados para vetores esparsos pois os métodos
numéricos que foram implementados exigem um gasto altissimo de memoria quando a
malha é bastante refinada, até mesmo porque temos ainda a geracao grafica da solugao

do sistema.

4.2 Analise unidimensional

De inicio, introduz-se o que seria um interpolante para a solucao exata e como se
comporta em relacdo a uma solucao analitica. E feita também uma anélise sobre o efeito de

poluicao do erro, onde o refinamento da malha nao garante uma convergéncia assintética.
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Analisa-se os métodos segundo a seminorma H'! e a norma L? e que sdao definidas no
Apéndice A.

Alguns aspectos levantados ao longo da anélise unidimensional serdao usados para o
bidimensional. O topico seguinte, por exemplo, relaciona o ajuste da malha ao nimero
de onda. Pelo comportamento anadlogo em ambas dimensoes, esse aspecto serd levantado

para o caso unidimensional e extendido para o bidimensional.

4.2.1 Interpolante e regra de aproximacao

O interpolante ¢ uma funcao que se ajusta a um conjunto de dados discretos. Por
exemplo, no método de Galerkin tem-se solucoes nos noés quando resolvido o sistema

linear. Contudo, nao ha um valor entre os nos e para que se tenha usa-se o interpolante.

Para o caso unidimensional serd usado o interpolante linear porque cada elemento
do dominio possui dois n6s. Dessa forma, por esses dois pontos passa-se uma tnica reta.
Tendo a solu¢ao em cada no, pode-se usar a relac¢do (3.19) que é um somatorio das fungoes
base ponderadas pelas solucoes em cada né para interpolar a solugao aproximada. O caso

bidimensional é andlogo, mas tem-se 4 nos por elemento e funcoes bilineares como base.

No capitulo 2 foi encontrada a solucao do problema de Helmholtz com a caracteristica
oscilatoria de um seno ou cosseno. Estas solucoes sao periodicas com comprimento de onda
A = 27/k. Por outro lado, pode-se intuir que deve-se ter um nimero minimo de pontos

para cada oscilacao ou ciclo, onde

A
Npes = 7 ~ constante (4.1)
dessa forma tem-se
2
res 77 42
n o (4.2)
ou ainda,
2w
kh = = constante (4.3)
nres

sendo n,.s a resolucao da malha, indicando quantos elementos se tem por oscilacao da

solucao.

Pode-se entao escolher uma resolugao de malha com n,..; = 8, tendo assim um nimero
de 8 elementos, ou 9 nods, para cada oscilacao. Para esse mesmo valor de n,.,, seguindo
a relacdo (4.3), tem-se que kh ~ 0.8. Posteriormente, serdo usados outros valores para a

resolucao da malha tais que consigam um erro menor, sendo um deles kh ~ 0.2. A figura
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(4.3) exemplifica esse caso apresentado até aqui, tendo em mente um interpolante linear.

Solugdo Exata

Interpolante

Figura 4.3: Regra do Thumb para interpolacao com n,.s = 8.

Essa ideia de interpolagao que relaciona o nimero de onda k e a discretizacao do
dominio, possui resultados que garantem o controle do erro nas normas H' e L?. Coloca-

se assim um lema que se encontra em |[26].

Lema 4.1. Seja u € H?(0,1), e seja uy € V"(0,1) um interpolante linear por partes
de v em uma malha homogénea de intervalos h. Entao

2

h
[Ju — urlla < - |ula, (4.4)
h
lu —ur|y < ;|u|2, (4.5)
h
lJu—upl[2 < ;IU—UHL (4.6)
sendo || - ||2 a norma no espago L?, | - |; e | - | seminormas nos espagos H' e H?, respec-

tivamente.

Além disso, o caso unidimensional apresenta solucoes como combinacao linear de
funcoes sen(kx) e cos(kx), dessa forma é possivel encontrar constantes que satisfazem as

relagoes

lul < Cik? e Jul < Ok (4.7)
[Jul] |uly
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Assumindo que as fungoes u e u' nao sao identicamente nulas, podemos dividir (4.4)
por ||ul| e (4.5) por |u|; e que de posse de (4.7) tem-se a seguinte estimativa de erro para

o interpolante:

< C3hk?, (4.8)
=< oyhk. (4.9)

Portanto, conclui-se entao que se a nocao de resolucao de malha do tipo kh =

constante ¢ seguida, o erro relativo ¢ controlado nas normas H' e L?, conforme (4.8)

e (4.9). A referéncia tomada como base para esta regra de aproximagao ¢ [15].

4.2.2 Efeito de poluicao do erro

Na secao 3 do capitulo 3, quando tratamos da analise de dispersao, vimos que nimero
de onda k difere-se do numérico k", o que compromete a qualidade da solucao. Este fator
torna-se crucial para o controle robusto do erro, portanto nao podemos esperar que a

resolucao da malha do tipo kh = constante seja suficiente.

T T T
15+ ‘+MDFC —— Interpolante| |

Q

R
/ \ A\
N\ / \
o) A\

Figura 4.4: Aproximagao por MDFC com ntimero de onda k=30 em condigao de Dirichlet
u(0) =0 e u(l) = 1. A resolu¢io da malha tem n,.s = 10, ou seja, kh = 0.6.

O que se pretende mostrar agora ¢ que o erro do interpolante ¢ controlado para um
kh = constante, entretanto, ja para os métodos de diferencas finitas centradas e elementos
finitos de Galerkin isso nao acontece. Como ja mencionado anteriormente, esse controle
nao robusto do erro mediante um refinamento da malha é o que leva o nome de poluicao

do erro. Mais claramente, dado um niimero de onda qualquer, nao se pode garantir que o



4.2 Analise unidimensional

54

N
[2)
T

—_
[$))
T
o

|

-

o
——Fe—+— 1

|
n
T
="
o

: : :
\ ——MDFC —— InterpolanteL

*®

b

P
\

[}
|

Q
f\ /
JG‘> <‘1‘>

L

O —°

Figura 4.5: Aproximagao por MDFC com ntimero de onda k=90 em condigao de Dirichlet
u(0) =0 e u(l) = 1. A resolu¢io da malha tem n,.s = 10, ou seja, kh = 0.6.

refinamento diminua o erro em quaisquer normas. As figuras (4.4), (4.5) e (4.6) mostram

que conforme aumenta-se o nimero de onda, mas mantendo a relacao kh = constante, a

solucao aproximada pode estar bem longe do ideal.
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Figura 4.6: Aproximacao por MDFC com nimero de onda k=120 em condicao de Dirichlet
u(0) =0 e u(l) = 1. A resolugao da malha tem n,.s = 10, ou seja, kh =~ 0.6.

Faz-se agora a mesma analise para o método de Galerkin. Sao escolhidos os mesmos

nameros de onda (k = 30,90,120), impondo-se as mesmas condigbes de contorno de

Dirichlet, mantendo-se a resolucao de malha com um kh constante, mostrando que o

efeito de poluicao também é presente neste método e nao s6 no MDFC.
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O resultado nas figuras (4.7), (4.8) e (4.9) mostram que realmente esse tipo de apro-
ximacao torna-se insuficiente em questoes praticas, tornando-se necessario a busca de

métodos que contornem esse problema numérico.

Figura 4.7: Aproximacao por Galerkin com ntimero de onda k=30 em condicao de Diri-
chlet u(0) =0 e u(l) = 1. A resolu¢ado da malha tem n,.; = 10, ou seja, kh ~ 0.6.
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Figura 4.8: Aproximacao por Galerkin com ntimero de onda k=90 em condicao de Diri-
chlet u(0) =0 e u(l) = 1. A resolugao da malha tem n,.; = 10, ou seja, kh ~ 0.6.

Os métodos de Galerkin e diferengas finitas sao gravemente afetados pelo efeito de po-
luigdo como vimos. Para o problema homogéneo, isto é, f(z) = 0, o método GLS consegue
eliminar o erro, fazendo com que a solucao aproximada coincida com a do interpolante da

solucao exata.
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Figura 4.9: Aproximacao por Galerkin com niimero de onda k=120 em condi¢ao de Diri-
chlet u(0) =0 e u(l) = 1. A resolu¢ado da malha tem n,.; = 10, ou seja, kh ~ 0.6.

Manteve-se a resolucao de malha, niimeros de onda e condigoes de Dirichlet nos resul-
tados para o GLS, mostrando como é contornado o efeito de poluicao neste método nas

figuras (4.10), (4.11) e (4.12).

——GLS
——Interpolante|/ |
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0.2 _

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.10: Aproximagao por GLS com nimero de onda k=30 em condigao de Dirichlet
u(0) =0 e u(l) = 1. A resolugdo da malha tem n,.; = 10, ou seja, kh =~ 0.6.

Assim, o caso homogéneo é suficientemente tratado com o método GLS, pois o erro
é da mesma ordem do interpolante. Ainda resta avaliar o problema para o caso nao

homogéneo.

Escolhe-se fonte polinomial f(z) = k?z para nao influenciar na precisio integragao
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Figura 4.11: Aproximagao por GLS com nimero de onda k=90 em condicao de Dirichlet
u(0) =0 e u(l) = 1. A resolugao da malha tem n,.s = 10, ou seja, kh =~ 0.6.
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Figura 4.12: Aproximacao por GLS com ntimero de onda k=120 em condigao de Dirichlet
w(0) =0 e u(l) = 1. A resolugdo da malha tem n,., = 10, ou seja, kh = 0.6.

numérica, pretende-se avaliar o comportamento desses trés métodos para um ndmero
de onda k = 80. Observa-se pelas figuras (4.13) e (4.14) que os métodos de Galerkin
e diferencas finitas sao insuficientes para kh constante, assim como para o problema
homogéneo. Entretanto, o GLS mostra-se eficiente, conseguindo aproximar bem a solucao,

figura (4.15).

Nota-se que mesmo para o caso nao homogéneo o método GLS ¢é capaz de aproximar
bem a solucao em relagao ao interpolante. Portanto, nitidamente o método de GLS tem

um eficacia maior que os métodos de diferencas finitas e elementos finitos de Galerkin,
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Figura 4.13: Aproximacao por MDFC para o caso nao homogéneo de f(z) = k*z, para
k=80, com condigao de Dirichlet u(0) = 0 e u(1) = —3, considerando kh ~ 0.6.
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Figura 4.14: Aproximagao por MDFC para o caso nao homogéneo de f(x) = k*z, para
k=80, com condigao de Dirichlet u(0) = 0 e u(1) = —3, considerando kh ~ 0.6.

mesmo considerando a relagao do kh ~ constante.

A anilise até agora foi bastante visual, mostrando graficos da solucao aproximada
dos métodos em relacao ao interpolante. Dessa forma, resta apresentar uma anélise de
erro mais consistente que permita comparar os métodos e estudar sua convergéncia nas

normas H' e L2
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Figura 4.15: Aproximacao GLS para o caso nao
com condi¢ao de Dirichlet u(0) =0 e u(1) = —3,

4.2.3 Analise de Erro

0.6 0.7 0.8 0.9 1

homogeéneo de f(z) = k*z, para k=80,
considerando kh =~ 0.6.

Uma forma de mostrar o efeito de poluicao do erro é fixando um nimero de onda k

qualquer e aumentando o refinamento da malha.

Se nao houvesse efeito poluicao o erro

diminuiria conforme o refinamento da malha, aumentando-se o nimero de elementos.
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Figura 4.16: Grafico do erro relativo do caso homogéneo na norma L* para k—60.

Nas figuras (4.16) e (4.17) observa-se, tanto na norma H' quanto na L? que o método

de Galerkin apresenta um "pico'"no erro relativo, o que caracteriza o efeito de ressonancia.

Acontece que aumentando-se o niimero de elementos na malha, o erro aumenta em certos

pontos e s6 apos 200 elementos a convergéncia ¢ assintotica.
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Figura 4.17: Grafico do erro relativo do caso homogéneo na seminorma H' para k—60.
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Figura 4.18: Gréafico do erro relativo do caso homogéneo na norma H' para k = 200 em
condi¢ao de Dirichlet u(0) =0 e u(l) =1

Na figura (4.18), em contraponto a figura (4.17), consegue-se ver dois aspectos interes-
santes. O primeiro é que para um nimero de onda mais baixo, na figura (4.17), o MDFC
comporta-se melhor que o método de Galerkin, ja para um mais alto vé-se o contrério,
conforme figura (4.18). Um segundo ponto é que para um ntumero de onda alto o efeito

de poluicao é mais grave, comprometendo seriamente a qualidade da solucao.

O efeito de poluicao do erro também acontece no caso nao homogéneo conforme o

resultado na figura (4.19), tanto na norma H' quanto na L.

Foi dito anteriormente que mantendo-se uma relagao kh igual uma constante o erro é
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Figura 4.19: Grafico do erro relativo do caso nao homogéneo, com f(x) = k*x na norma,
H'! para k=60 em condigao de Dirichlet u(0) =0 e u(1) = -3

controlado para o interpolante mas nao para os métodos de diferencas finitas e de Galerkin.
A figura (4.20) mostra exatamente este efeito, onde mantém-se a relagdo kh ~ constante

e aumenta-se o nimero de onda k, e vé-se que o erro relativo tende a aumentar.

— Interpolante
——Galerkin ||

10° £ 9

"‘ il A bl vAv il Hv* w.N. A Wi AAM

N‘ I it ‘A

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 00 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Nimero de Elementos

Figura 4.20: Erro na seminorma H'! para o problema homogéneo mantendo-se a relacao
kh = 0.2 em condigao de Dirichlet u(0) =0 e u(1) = 1.

Se fizermos uma relacao do tipo k2h ~ constante o erro relativo ¢ baixo e ¢ controlado
de forma satisfatoria. Contudo, essa relacao um pouco mais robusta é impraticavel para
um nimero de onda elevado ja que exige muitos elementos na malha. A figura (4.21)
mostra como o erro é controlado, mas o k£ nao pode ser muito alto para que seja computavel

em tempo razoavel e que a memoria do computador permita alocar tantos nos/elementos.
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Figura 4.21: Erro na seminorma H' para o problema homogéneo mantendo-se a relacao

k*h = 0.2 em condigao de Dirichlet u(0) =0 e u(1) =

1.
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Figura 4.22: Erro na seminorma H'! para o problema homogéneo mantendo-se a relacao
k*h?* = 0.2 em condigao de Dirichlet u(0) =0 e u(1) = 1.

Mas ainda, pode-se optar por uma relacao do tipo k*h? ~ constante, pois nao exige
um esforco computacional como a relacio k2h, mas também nao ¢ tao branda quanto a
kh. A figura (4.22) mostra que ha uma certa convergéncia que segue a do interpolante,

embora apareca alguns picos elevados no erro relativo.

Pode-se esperar que esse comportamento do erro também ocorra na norma L?, assim
como foi observado nos graficos anteriores na norma H', e também para o método de
diferencas finitas. De fato esse fenomeno numérico aparece conforme o resultado da figura

(4.23), para norma L? com o método de diferengas finitas.
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Figura 4.23: Erro na norma L? para o problema homogéneo mantendo-se a relacao k3h? =
0.2 em condic¢ao de Dirichlet u(0) =0 e u(1) = 1.

MDFC Galerkin GLS Interpolante
Norma L* | 1,38.107% | 1,48.1071 | 6,48.1073 | 6,48.1073
Norma H' | 1,58.107! | 1,68.107! | 7,68.1072 | 7,68.1072

Tabela 4.1: Erro relativo para o problema homogéneo para k=80, com 300 pontos em
condicao de Dirichlet no contorno.

A tabela (4.1) mostra mais claramente a ordem dos erros para o caso homogéneo do
problema de Helmholtz. E possivel reparar que o erro para o método de Galerkin e MDFC
sdo relativamente proximos e o GLS é exatamente o do interpolante, para as normas H*
e L?. Foi considerado uma malha bastante refinada, com 300 pontos, com o objetivo de

sair da zona de poluicao numérica e comparar devidamente os métodos.

A tabela (4.2) mostra o mesmo da (4.1) mas com a diferenca de que foi tratado nela o
problema nao homogéneo. Repara-se que o erro de Galerkin e MDFC nao se altera muito,
contudo o erro de GLS ¢ maior que do interpolante para a norma L2, o que é inevitavel
nessa norma quando tratamos de solucoes que ndo coincidem. Contudo, na norma H' o

erro ¢ o mesmo porque ela mede a variacao da solucao, o que torna possivel o método ter

MDFC Galerkin GLS Interpolante
Norma L? | 1,28.107! | 1,38.107' | 6,01.1073 | 4,32.1073
Norma H' | 1,58.107% | 1,67.107! | 7,68.1072 | 7,68.1072

Tabela 4.2: Erro relativo para o problema nao homogéneo para k=80, com 300 pontos em
condicao de Dirichlet no contorno.
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o mesmo erro do interpolante.

4.3 Andlise bidimensional

A analise bidimensional verificara o efeito de poluicao, assim como no caso unidimen-
sional, mostrando a relacao entre refinamento da malha e o nimero de onda k, bem como

o efeito da ressonancia numérica em nossos resultados.

O problema em duas dimensoes apresenta uma nova caracteristica: direcao da onda.
Podemos ter uma superposicao de ondas planas como soluc¢ao do problema e essa direcao
interfere na solucao aproximada do problema, como sera visto posteriormente. A figura
(4.24) mostra a solucao exata para ondas planas e que ha a possibilidade de maior oscila¢ao

na solucao, o que pode comprometer ainda mais a solucao aproximada.

4.3.1 Efeito de Poluicao do erro

(6)91:0 e 022% (d)61:0,02:% e 93:%

Figura 4.24: As figuras (a) e (b) apresentam a solugao exata para uma onda plana com
k =30 e k = 50, respectivamente. As figuras (c) e (d) sdo para duas e trés ondas planas,
respectivamente, e ambas para k = 30.
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E possivel intuir pelas solucoes exatas, e por ser um problema em duas dimensoes,
que o efeito de poluicao seja maior ou igual ao caso unidimensional. Vé-se que o caso bidi-
mensional tem uma maior liberdade para oscilagoes, comparado ao caso unidimensional,

por isso o efeito de poluicao pode comprometer ainda mais a solugao aproximada.

Observa-se numericamente que o efeito de poluicao aparece no caso bidimensional,
conforme os resultados nas figuras (4.25) e (4.26) a seguir. Esses resultados ilustram o
comportamento do MDFC e que aumentando o nimero de onda k a solucao aproximada

pode afastar-se bastante do interpolante.

Dependendo de onde se faca o corte para analisar a solucao, a aproximacao pode ser
melhor ou pior. Essa andlise em corte é apenas uma primeira investigacao do efeito de
poluicao para o problema em duas dimensoes. Contudo, quando se calcula o erro, ele sera

computado no dominio todo.

15 T T T

——MDFC ——Interpolante|

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.25: Aproximagao por MDFC com niimero de onda k=50 em condi¢ao de Di-
richlet, com corte em y = 0,4792, para uma onda plana com direcao #; = 0 e malha
80x80.

O método de Galerkin também é afetado pelo efeito de poluicao como é visto na figura
(4.27). Vale mencionar que é usada uma regra analoga ao kh igual uma constante, porém
estamos agora no caso bidimensional, fazendo essa divisao tanto para o eixo x quanto
para o y. Serd observardo em anélises posteriores que a relacao kh também é insuficiente

conforme o ntimero de onda aumenta.

A aproximagao pelo método GLS, para uma onda plana e malha uniforme, coincide
com o interpolante em duas direcoes de onda, levando em consideracao o primeiro qua-

drante do circulo trigonométrico, que sao em 7/4 e 3w /4. Mas se a escolha for feita para
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Figura 4.26: Aproximacao por MDFC com nimero de onda k=70 em condi¢ao de Diri-
chlet, com corte em y = 0,4792, para uma onda plana com direcao #; = 0 e e malha
111x111.
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Figura 4.27: Aproximacao de Galerkin com nimero de onda k=50 em condicao de Di-
richlet, com corte em y = 0,4792, para uma onda plana com dire¢do 6; = 0 e malha
80x80.

outras direcoes da onda, ou até mesmo uma superposicoes de ondas com direcoes distin-
tas, o erro é da mesma ordem do método de Galerkin. Podemos ver a solucao do método

GLS conforme a figura (4.28), onde o método é igual ao interpolante.

O resultado apresentado na figura (4.29) é para o método GLS, onde a direcao da
onda na solucao exata é # = 0 e a condi¢ao de contorno é de Dirichlet com uma onda

plana nessa mesma direcao. Como ja dito anteriormente e pela andlise de dispersao do
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1 P T T T

—o—GLS —— Interpolante

Figura 4.28: Aproximacao de GLS com ntimero de onda k=30 em condi¢ao de Dirichlet,
com corte em y = 0,4792, para uma onda plana com dire¢ao 6; = 37/8 e malha 49x49.
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Figura 4.29: Aproximacao de GLS com nimero de onda k=30 em condicao de Dirichlet,
com corte em y = 0,4792, para uma onda plana com direcao #; = 0 e malha 49x49.

método, sabe-se que a solugao nao é igual a do interpolante.

Até o momento foram apresentados os mesmos métodos que foram levados em consi-
deracao na analise unidimensional do problema e vimos que eles nao sao suficientes para
uma boa aproximagao da solucao. Enfatiza-se que, no problema bidimensional, a direcao
da onda terd um papel importante na andlise de erro. Portanto, o erro sofreréd alteracoes

dependendo da direcao da onda.

O método QSFEM possui duas caracteristicas, uma ¢ semelhante a do GLS e a outra é
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o que garante melhores resultados. A primeira caracteristica é que a solucao aproximada,
para uma onda plana, coincide em 4 direcoes com a solucao exata, o GLS era em duas. A
segunda caracteristica é que fora dessas diregcoes onde a solucao é igual a do interpolante,

o erro do método é de ordem mais alta que a do Galerkin, MDFC e GLS.

——QSFEM
0.8 —— Interpolante

0.6 N

0.40 .

0.2 _

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.30: Aproximacao de QSFEM com ntimero de onda k=30 em condigao de Diri-
chlet, com corte em y = 0,4792, para uma onda plana com dire¢ao #; = 7/16 e malha
49x49.

A solugao para o QSFEM para uma onda plana na dire¢do § = 7/16 é igual a do

interpolante, conforme a figura (4.30). A figura (4.31) mostra a solu¢do para uma dire¢ao

——QSFEM ——Interpolante

Figura 4.31: Aproximacao de QSFEM com niimero de onda k=30 em condigao de Diri-
chlet, com corte em y = 0,4792, para uma onda plana com dire¢do 0; = 7/8 e malha
49x49.
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onde a soluc¢ao nao é a do interpolante, § = 7 /8, entretanto nao se vé diferenca na inspecao

visual.

4.3.2 Anéalise de Erro

Uma primeira analise que se pode fazer é a da dependéncia do erro e a da direcao
da onda plana da solugdo exata. A figura (4.32) mostra o método GLS coincidindo com
o interpolante em dois pontos, como foi predito anteriormente. O método QSFEM nao
apresenta muita diferenca comparando-se com o interpolante, por isso inclui-se a figura

(4.33), mostrando a infima diferenga entre QSFEM e o interpolante.

®

/ ]
/ ]
L / 4
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r / ,, 4
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F B / o e
\ =1 /
L \ / 4
\ . /
I o/ AN / 19}

Erro Relativo

——Galerkin —— GLS —— Interpolante ~ MDFC —— QSFEM ||
-2 | | | | | | |
0 0.2 0.4 06 08 1 12 14 1.6

Angulo de d\r.egéo da onda

Figura 4.32: Grafico do erro relativo na norma H' considerando trés ondas planas na
mesma direcao, com k = 80 e malha 200x200. O angulo de direcao da onda varia de 0 a
/2.

A figura (4.34) exibe o resultado para trés ondas planas onde sdo fixadas duas diregoes
e deixa-se uma outra variar. O método GLS nao é igual ao interpolante, embora apresente
pontos de mais baixo erro. O QSFEM mais uma vez tem o erro préximo ao do interpolante.
Contudo, vé-se que o erro do interpolante depende da direcao da onda, mas que nao
compromete gravemente a solucao. Pode-se afirmar que a regra que controla o erro para
uma onda nao serd a mesma para condigoes mais gerais de contorno, por exemplo trés

ondas planas.
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Figura 4.33: Resultado igual ao da figura (4.32) mas considerando apenas o interpolante
e o método QSFEM
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Figura 4.34: Grafico do erro relativo na norma L? considerando trés ondas planas, duas
fixadas em 0, = 7/4 e f2 = 0, e uma variando de 0 a 7/2, com k = 80 e malha 200x200

As figuras (4.35) e (4.36) mostram os erros relativos para um nimero de onda relati-
vamente baixo, £ = 30, onde o efeito de poluicao do erro aparece no método de Galerkin.

Conforme aumenta-se o nimero de onda esse efeito tende a aumentar.
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Figura 4.35: Gréafico do erro relativo, considerando caso homogéneo, do problema bidi-
mensional para a norma H'. E tem-se os parametros k£ = 30, uma onda plana na direcao
#; = 0 e malha variando de 50x50 até 150x150.
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Figura 4.36: Grafico do erro relativo, considerando caso homogéneo, do problema bidi-
mensional para a norma H'. E tem-se os parametros k& = 30, trés ondas planas nas
diregoes 01 = 0, 0y = /8, 63 = w/4 e malha variando de 50x50 até 150x150.

A figura (4.37) mostra que para um numero de onda elevado, no caso k = 110,
o método de elementos finitos de Galerkin tende a ser mais eficiente que o método de
diferencas finitas, assim como verificou-se no caso unidimensional. E possivel notar que
conforme aumentamos o nimero de onda o efeito de poluicao do erro também aumenta,

tal como no caso unidimensional.
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Figura 4.37: Grafico do erro relativo, considerando caso homogéneo, do problema bidi-
mensional para a seminorma H' em (a) e norma L? em (b). E tem-se os parametros
k = 110, uma onda plana com 6 = 0 e malha variando de 100x100 até 400x400.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Um primeiro objetivo dessa dissertacao foi a anélise de métodos classicost para reso-
lugao de equacoes diferenciais parciais quando aplicados na equacao de Helmholtz. Foram
utilizados os métodos de Galerkin e diferencas finitas centradas de segunda ordem. Viu-se
que estes métodos classicos nao sao eficazes para bem aproximar a solucao do problema.
Com a finalidade de aproximar melhor a solucdao foram utilizados os métodos GLS e

QSFEM, tanto no caso unidimensional, quanto no caso bidimensional.

Foram apresentados resultados, primeiramente, para o caso unidimensional. Nota-
se que tanto os métodos de diferencas finitas, quanto o elementos finitos de Galerkin
apresentam uma baixa qualidade da solucao aproximada, bem como o efeito de poluigcao
do erro, conforme figuras 4.4 até 4.9, para o caso homogéneo. Apresentou-se, com a
finalidade de contornar esse problema, o método GLS que entrega a solucao exata em
cada noé, ou seja, erro da mesma ordem do interpolante, conforme figuras 4.10 até 4.12.
No caso ndo homogéneo, ou seja, com termo fonte f(x), o efeito de poluicdo do erro
persiste para os dois primeiros métodos e a qualidade da solucao também nao é boa. Ja
para o GLS, visivelmente, nao se encontra quase diferenca entre o interpolante e a solucao

entregue pelo método, conforme figura 4.15.

Outra analise feita, ainda para o caso unidimensional, é a de relacionar o refino da
malha, o nimero de onda k e efeito de poluicao do erro. As figuras 4.16 e 4.17 mostram
que mesmo refinando-se a malha o erro nao diminui e vé-se assim o efeito de poluicao do
erro mais claramente e em ambas as normas. E este efeito no problema de Helmholtz é
mais grave conforme aumentamos o nimero de onda, a figura 4.18 mostra diversos picos

antes do erro comecar a convergir. Um fato que se deve notar é que o método de Galerkin



5.2 Trabalhos Futuros 74

¢ menos eficiente que o de diferencas finitas para um nimero de onda baixo, conforme
figuras 4.16 e 4.17. Contudo o método de Galerkin é melhor quando o niimero de onda é

mais alto, como se vé na figura 4.18.

Portanto, para o caso unidimensional, o GLS é suficiente para que se tenha uma
excelente qualidade da solucao aproximada, o que pode-se verificar nas tabelas 4.1 e 4.2

quando verificamos os erros nas normas L% e H'.

A analise prosseguiu para duas dimensoes, ja com a previsao de encontrar os mesmos
entraves numeéricos com relacdo ao efeito de poluicao do erro. Além disso, para o caso
bidimensional as solucoes em ondas planas permitem uma maior oscilagao, ji que para
uma dimensao a solugao era composta por um seno. As figuras 4.25, 4.26 e 4.27 mostram
que a qualidade da solugao entregue nao é boa. A figura 4.32 mostra que até mesmo o
GLS nao apresenta uma boa solucao, pois a dependéncia da direcao da onda interfere no
erro. Dessa forma, foi apresentado o QSFEM que é bastante superior aos trés métodos
anteriores. As figuras 4.30 até 4.36 mostram o 6timo resultado que esse método fornece

para o caso homogéneo.

5.2 Trabalhos Futuros

O QSFEM apresenta o mesmo resultado do GPR [8, 7] para malhas uniformes e sem
termo fonte. Contudo, o GPR ¢ feito sobre forma variacional o que permite a implemen-
tacao em malhas mais gerais. Portanto, seria um resultado novo se ele fosse apresentado
com malha irregular e com termo fonte. Dessa forma, essa seria uma primeira abordagem
do método GPR. Um segundo ponto que poderia ser explorado é o estudo em trés dimen-
soes do problema, aplicando-se o GPR, ja que ele apresenta bons resultados em relacao

aos demais métodos.
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APENDICE A - Elementos de Analise Funcional

A.1 Norma e produto interno

As nocoes de norma e produto interno tornam-se imprescindiveis quando é necessa-
rio comparar dois elementos de um conjunto. Desse modo, as defini¢oes A.1.1 e A.1.2
mostram como a norma e o produto interno sao definidos em espacos vetoriais, respecti-

vamente [23].

Definicao A.1.1. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos C, V é
chamado de espaco normado se existe uma aplicagao || - || : V' — R, chamada de norma,

com as seguintes propriedades:

L |lv]]=0=v=0, YveV,
2. ||lav|| = |of[lv]|, VveV,aeC,

3. Ju+ol| < lull +[lol,  Vu,veV.

Definicao A.1.2. Um espaco V é equipado com produto interno se existe um mape-

amento (-,-): V x V — C com as propriedades:

L. (v,v)>0,(v,v) =0=v=0, YveV

2. (au+v,w) = a(u,w) + (v,w), Yu,v,weV,aeC,

3. (u,v) = (v,u), Yu,veV,

onde (u,v) é um namero complexo, (u,v) é seu conjugado complexo. Se um espago

vetorial V' é equipado com produto interno, pode-se induzir, neste espaco, uma norma
: 1/2 . .

pelo produto interno por || - ||y = (-, ) /2 g que satisfaz todas as propriedades de norma,

conforme apresentado na definicao A.1.1.
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A.2 Espacos de Lebesgue

Restringe-se a atencao as funcoes f em R", num dominio (), sendo mensuraveis a

Lebesgue e que

/Q f(@)da (A1)

definine a integral de Lebesgue para f (dr denota medida de Lebesgue) [6]. Para 1 <

p < 00, seja

1 Fllzri@) = (/Q If(x)\pdiv) " (A.2)

a norma da fun¢do f. Portanto, pode-se definir o espago de Lebesgue |2]| como
LP(Q) :={f: ||f||Lp(Q) < 00} (A.3)

Neste espago, duas funcoes, f e g, serdo iguais quando ||f — g||rr(@) = 0. Pode-se

ilustrar, com um exemplo, sendo n = 1, Q = [—1, 1] e duas fungoes
1 se z>0 1 se >0
flz) = e g(z) = (A.4)
0 se <0 0 se z<0.

As funcoes diferem-se em apenas um ponto, num conjunto de medida nula mais espe-
cificamente. Entretanto, sob o olhar do espago L'(f2) essas fungdes sio idénticas, pois
|f = gll1(@) = 0. Pode-se ainda pensar o espago LP(§2) como um conjunto de classes de
equivaléncia de funcgoes, respeitando essa identificacao, segundo norma definida no espaco

em questao.

A.3 Espacos de Hilbert

Duas defini¢oes preliminares necesséarias para que se defina espacos de Hilbert sao as

de sequéncias de Cauchy e de espago completo.

Defini¢ao A.3.1. Uma sequéncia {v,} C V, em um espago vetorial normado V, é

dita uma sequéncia de Cauchy se

sup ||vp — vm|ly = 0 para k— o0
m,n>k

Uma sequéncia de Cauchy nao é necessariamente convergente, mas a reciproca é sem-



A .4 Derivadas forte e fraca 79

pre verdadeira. Dessa forma, temos uma definicao através do fato da sequéncia de Cauchy
convergir ou nao, que ¢é a definicao A.3.2, sendo ela necessaria para a construgao de espagos

por completamento.

Definicao A.3.2. Um espaco vetorial normado V' é dito completo se toda sequéncia
de Cauchy {v,} C V converge para um elemento v € V, isto é, se existir um elemento

v eV tal que lim, o ||v — v, ||y = 0.

Dessa forma, através da definicao de espaco completo, pode-se definir um espaco de
Hilbert.

Definicao A.3.3. Um espago vetorial V' é chamado espago de Hilbert se ele é equi-

pado com um produto interno (+,-)y e é completo com respeito a norma induzida || - ||y .

Considerando o intervalo (0,1) C R, define-se o espago
1
L*0,1) =< f:(0,1) = (C,/|f(a7)|2dx < 00 (A.5)
0
das fungoes de quadrado integravel. A operacao

(f.9) = / f(2)g(@)dz (A.6)

define um produto interno neste mesmo espaco. De fato, L*(0,1) define um espaco de

Hilbert [19] com a norma
1/2

£l = / F@)fde| (A7)

Portanto, tem-se a definigao do espago L?(§2) e que é usado em analises de convergéncia

dos métodos numeéricos tratados neste trabalho.

A.4 Derivadas forte e fraca

Seguindo a referéncia [6], as defini¢oes de derivada variam de acordo com o contexto
proposto. Em calculo infinitesimal, estudado usualmente no inicio de carreiras em ciéncias

exatas, a definicao de derivada é

u(x + h) — u(z)

/ T
(o) =
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onde u/(z) é um resultado local da fun¢do u em torno do ponto z. Em certos espagos
de func¢oes o valor pontual nao é importante, assim é normal se pensar em derivadas nas
quais isso também ocorra, caso este que foi mencionado nas fungbes descritas em (3.5).
As derivadas, no sentido fraco, fornecem um aspecto global da derivada de uma funcao,

aparecendo naturalmente em formulacoes variacionais.

Introduz-se o conceito de suporte de uma funcao em algum dominio §2 definido em R"™.
Para uma funcao continua u, o suporte é dado pelo fecho (definigdo em [21]) do conjunto
{z : u(z) # 0}. Em outras palavras, é o fecho do conjunto de pontos onde a fungao u ndo
se anula. Se esse conjunto for compacto entao diz-se que u tem suporte compacto com

respeito a 2.

Duas defini¢des sao essenciais para a existéncia de derivadas fracas. A primeira, como
j& foi mencionada, é a do suporte compacto de uma funcdo. A segunda diz respeito a
uma funcao que é localmente integravel, excluindo a ideia de que ela seja necessariamente

integravel na fronteira.

Definicao A.4.1. Seja Q um dominio em R™. Denote por C5°(€2) o conjunto das

fungoes em C*°(€), isto é, infinitamente derivavel, com suporte compacto em €.

Definicao A.4.2. Dado um dominio €2, o conjunto das fungoes localmente integraveis

é denotado por

L) :={f:feLYK) VKcompacto C int(§2)}.

Através das duas definigoes anteriores pode-se definir o que seria uma derivada no
sentido fraco. Embora a funcdo f na definicdo a seguir possa se compartar de forma
irregular na fronteira, a funcao ¢ da esse controle do crescimento por ser de suporte

compacto.

1

1.(€) tem uma derivada fraca, 9" f

Definicao A.4.3. Diz-se que uma funcao f € L

se existir uma fungao g € L},.(Q) tal que

/Q 9(2)$(z)dz = (1 / f@)ode Vo € Ceo(Q)

e definimos 0 f = g, sendo também ¢ a derivada de ordem i da funcdo ¢.
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A.5 Espaco H!

Apos as definicoes anteriores, principalmente a de derivadas fracas, tem-se um subes-

paco de grande importancia. Esse subespaco é definido para inteiros m > 0 como:
H™Q):={f € L*Q):0f € L*(0,1),i=0,1,....,m},

Pode-se verificar que o produto escalar de H™ é definido por

(Fg)un = [ 9Tl
i=0 /&
com a norma induzida ||f|[g= = (f, f)m°. Os subespacos H™(€2) C L*(Q) sdo também
espacos de Hilbert. E eles também sao espagos de Sobolev [2] , especialmente para o
caso p = 2 dos espacos mais gerais de Sobolev WP, Em particular, o espago de Sobolev
H°(Q) é idéntico ao L?().

Para f € H™(2), tem-se uma seminorma como

= ([ 070 " (A8)

Ressalta-se aqui que o espago H' pode ser equipado com a seminorma (3.9) e H = L2
com a norma (3.8). As seminormas satisfazem os dois tltimos itens da defini¢ao 3.1,

entretanto, o primeiro item nao é necessariamente satisfeito.

A.6 Construcao de espacgos por completamento

Esta secao mostra uma ferramenta que permite definir espagos de funcoes. Inicial-
mente, conceitua-se um espaco normado e completo e o que vem a ser o completamento

de um espaco.

Teorema A.6.1. Seja (V.|| -||) um espago vetorial normado, entdo existe um unico
espaco vetorial completo (W, || - ||) tal que
o VCW,

e Dado qualquer elemento v € W, existe uma sequéncia {v,} C V tal que

lim v, =v
n—oo
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Neste caso, diz-se que V' é denso em W, ou ainda que W é o fecho (ou completa-
mento) de V. E observado também que a norma de ambos os espacos, V e W, é a

mesma.

O espago L?(2) é dado pelo fecho do espago C(2) com relagio a norma de L% Os
espagos H'(Q) e H}(Q) sdo definidos, respectivamente, como o completamento dos espagos
C>®(Q) e C§°(£2) com relagao a norma ||-||g1. O teorema e a defini¢ao anterior encontram-

se em [11].

A.7 Formas sesquilhares e operadores lineares

Pode-se escrever a formulagao variacional (fraca) de um problema de valor de contorno

da seguinte forma [15]:

Encontrar w € Vj : (A.9)
b(u,v

)= f(v), Yvels,

onde V; e V5 sdo espacos vetoriais normados (espaco das fungoes teste), b é uma forma
bilinear (ou sesquilhar) V; xV, — C. O mapeamento b(-, -) ¢ chamado de forma bilinear se
os argumentos forem lineares um a um. Se a forma b(+, ) é linear no primeiro e anti-linear

no segundo argumento, isto é

bla(ur + ug),v) = a(b(uy,v) + b(usg,v)),
b(u, a(v1 + v9)) = a(b(u, vy) + b(u, v9)),

entao é chamado de forma sesquilhar. Uma forma sesquilhar b : V; x V5, — C é chamada

limitada se existir uma constante M € R tal que
|b(w, v)| < M[ully, [[v]ly,

para todo {u,v} € V} x V4.

Considerando-se V7, V5 espacos vetoriais normados, um mapeamento A : Vi — V5 é

chamado operador linear se
Alau + pv) = cAu + fAv, Yu,v eV, «,p€C.

Os operadores lineares V; — V5 formam o espago vetorial £(V;,V3). O operador A é
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limitado se existir uma constante M € R tal que
[A(u)l[ve < MJullv;

para todo u € V; [15].

A.8 Existéncia e unicidade de solucoes

Serao apresentados, brevemente, dois teoremas que garantem a existéncia e unicidade
do problema variacional para certas condi¢oes de contorno. As demonstracoes dos teore-
mas estdo nas referéncias [19] e [3]. O teorema de Babuska é uma versao generalizada
do Lax-Milgram, ja que ele assume uma maior variedade de espacos de funcodes nos quais

a funcao esta definida.

O primeiro teorema a ser enunciado foi formulado por Peter Lax, matematico hungaro,
e Arthur Norton Milgram, mateméatico norte-americano. A primeira publicacdo, ou a
original, é datada de 1954 em um jornal de matematica da universidade de Princeton,

que segue na referéncia [20].

Teorema 3.1.(Lax-Milgram). Assumindo a forma sesquilhar ¢ : V x V — C,

definida em um espaco de Hilbert V, satisfazendo

1. Continuidade:
M >0:  Ja(u,v)| < M|ullv]|v]|v, Yu,v € V.

2. V-Elipticidade:
Ja>0: ollull} < la(u,v)|,Vu € V.

e seja f um funcional linear definido e limitado em V. Entao deve existir um tnico
elementouy € V tal que
a(v,ug) = f(v), Yo eV

Nota-se que os espacos de funcoes de u e v sao idénticos, mas a principio nada impede
de buscar solucoes em outros espacos. Além disso, nao se sabe se para quaisquer condicoes

de contorno o problema ¢ resolvido.

Teorema 3.2.(Babu$ka). Seja a forma sesquilhar b: V} x V5 — C em espagos de
Hilbert Vi e V; satisfazendo
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1. Continuidade:

IM >0:  |b(u,v)| < M|lullv;[|v]|vs.

2. Condicao de inf-sup:

d3B>0: B < sup b, v)|

—7
0£veVs ||u||V1||'U||V2

3. Condicao inf-sup Transposta:

Yu e Vi,Yu € V.

YO#£ueW;

sup |b(u,v)| > 0,Y0 #v € V4

0#£eV;

e seja f : V5 — C um funcional antilinear definido e limitado em V5. Entao deve

existir um tnico elemento ug € V; tal que

b(ug,v) = f(v),V € Vs.

A solucao ug satisfaz a limitacao

1
[luollvy < £

Vs

considerando-se V* como o espaco dos funcionais antilineares com a propriedade

flau) =af(u) [15].
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Codigo em Matlab para o método de diferencas finitas centradas de segunda ordem

para o problema de Helmholtz 1D:

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

clc;clear all;close all;

o\
o\

Parametros de Entrada

Condicao de Contorno Dirichlet

Coeficientes da Diagonal Principal

oo oo oo

o

Diagonal Principal
Diagonal Inferior
Diagonal Superior

Termo Fonte

k = 20; % Numero de Onda
Xa = 0; Xb = 1; % Dominio [Xa,XDb]
N = 100; % Numero de nos
h = (Xb—Xa)/ (N-1); % Distancia entre os nos
ContA = 0; ContB = —3; %
Diagonal = (hxk)"2-2; %
%% Inicializacoes
K = spalloc(N,N,3xN); % Inicializacao da Matriz K
f = zeros(N,1); % Inicializacao do vetor £
u = zeros(N,1); % Inicializacao do vetor solucao u
%% Loop de atribuicao das Diagonais
for ii = 1:N-1
K(ii,ii) = Diagonal;
K(ii+1,1ii) = 1;
K(ii,ii+1) = 1;
f(ii,1) = —k"2x(ContA + (ii—1)xh);
end
(N,1) = =k"2% (ContA + (ii—-1)«h);

o\
o\

o\
o\

f
K (N, N)=Diagonal;

ContA;
ContB;

——Condicoes de Contorno no vetor solucao u

Resolucao do Sistema Linear

h”2+xf — Kxu; % Novo vetor f pelas condicoes de

contorno
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27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

int = 2:N-1; Indices do interior de K e f

o\

\o

K_int = K(int, int); 5 K interior

o\

f int = f_d(int); b interior

u_int = K_int\f_int; % Sistema K_int*u_aux = f_int

u_sol = u; % Solucao do contorno

u_sol(int) = u_int; % Solucao com inclusao dos pontos interiores
%% Grafico Aproximada/Interpolant

xx = Xa:h:Xb; % Dominio
yy=—2/(cos (k—pi/2)) .xcos (kxxx—pi/2) — xx; % Solucao Exata com fonte

plot (xx,u_sol, 'ro—',xx,vyy, 'bx—")

legend ('MDFC', '"Interpolante');

Codigo em Matlab para o método de elementos finitos de Galerkin para o problema

de Helmholtz 1D:

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

clc;close all;clear all;

%% Parametros de Entrada

Nel = 100; % Numero de Elementos no Dominio

k = 20; % Numero de Onda

Xa = 0; Xb = 1; % Dominio [Xa, XDb]

ContA = 0; ContB = —3; % Condicao de Contorno Dirichlet

%% PESOS DA QUADRATURA DE GAUSS [—1,1]; n =3
omega_aux (1) = 5/9;

omega_aux (2) = 8/9;

omega_aux (3) = 5/9;

o
o\

PONTOS DA QUADRATURA [—1,1]; n = 3
p_aux (1) = —sqgrt (15)/5;

p_aux(2) = 0;

p_aux (3) = sqrt(15)/5;

o
o

Inicializacoes

o)

= linspace (Xa,Xb,Nel+l); % Posicao dos nos

(1,9) .xini=[];H(1,9) .xfin=[];H(1,9) .omega=[]1;H(1,9) .x_g=[];
(1,9) .phil=[]1;H(1,9) .phi2=[];H(1,9) .dphil=[];H(1,9) .dphi2=[];
(1,9) .dof=[];H(1,9) .Klocal=[];H(1,9) .flocal=[];

= zeros (Nel+1l,Nel+1); % Inicializacao da matriz K

xR omom m X

o\

= zeros (Nel+1,1); Inicializacao do vetor f

o\°

u = zeros (Nel,1l); Inicializacao do vetor solucao u

%% Atribuicoes para cada elemento

o

xini = x(1i); % Posicao inicial do elemento i

o

xfin = x(i+1); % Posicao final do elemento i

[

H(i) .xini = xini; % Atribuindo posicao do no inicial
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28 H(i) .xfin = xfin; % Atribuindo posicao do no final

29

30 omega = 0.5% (xfin—xini) romega_aux; % Peso da Quadratura no no
31 X_g = xini + 0.5 (1 +p_aux)* (xfin—xini); % Ponto da Quadratura no no
32 H(i) .omega = omega; % Atribuindo Peso da Quadratura

33 H(1).x_g = x_qg; % Atribuindo Ponto da Quadratura

34

35 H(i).phil = (xfin—x_q)/ (xfin—xini); % Funcao Base phi (1)

oe

3¢ H(i).phi2
37 H(i).dphil = [—1,—1,-1]/(xfin—xini);
38 H(i).dphi2 = [1,1,1]/(xfin—xini);

(x_g—xini) / (xfin—xini); Funcao Base phi (i+1)

o

Derivada da Funcao Base phi (i)

o\°

Derivada da Funcao Base phi (i+1)

39 H(i).dof = [i,1i+1]; % Indice dos nos em cada elemento
40 end
41 %% Calculo Matrizes Locais

42 for i=1:Nel

H(i) .phil;
44 phi2 = H(i) .phi2;
45 dphil = H(i) .dphil;
46 dphi2 = H(i) .dphi2;

o\

43 phil Base phi (1)

o\

Base phi (i+1)

o\

Derivada da Funcao Base phi (i)

o\

Derivada da Funcao Base phi (i+1)

47 w = H(1) .omega; % Peso da Quadratura
48 xX_q = H(i).x_qg; % Pontos da Quadratura
9 % Matriz Local

o\

50 k11 = sum(w.*dphil.xdphil—k"2xw.+phil.xphil);
51 k12 = sum(w.*dphil.*dphi2—k"2+w.*xphil.*phi2);
52 k21 = sum(w.*dphi2.xdphil—k"*2+w.*xphi2.*phil);
53 k22 = sum(w.*dphi2.xdphi2—k"2+w.*xphi2.+phi2);

Elemento K(1,1)

o\

Elemento K(1,2)

o

Elemento K(2,1)

o\

Elemento K(2,2)
54 $——— Termo Fonte

55 func=k"2xx_(Jg;

56 £1 = sum(w.x*xfunc.xphil);
57 £2 = sum(w.x*func.xphi2);
58 $——— Atribuicoes

5 H(i) .Klocal=[k11l,k12;k21,k22]; % Atribuindo Matriz K Local
60 H(i).flocal = [fl;f2];

61 end

o\
o\

62 ASSEMBLY: LOCAL—>GLOBAL
63 for i=1:Nel

64 Klocal = H(i) .Klocal;

65 flocal = H(i).flocal;

66 dof = H(1i) .dof;

67 for 1i=1:2
68 for jj=1:2
69 K(dof (ii),dof(jj)) = K(dof(ii),dof(jj))+Klocal(ii, jJ);

70 end
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71

72

73

74

75

76

T

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

f(dof(ii),1l)=f(dof(ii),1l)+flocal(ii);

end
end
%% ——————Condicoes de Contorno no vetor solucao u
u(l) = ContA;

u(Nel+l)= ContB;

%% Resolucao do Sistema Linear

b_d = f—Kxu;

o\

Novo vetor f pelas condicoes de contorno

o

int = 2:Nel; Indices do interior de K e f

K_int = K(int,int); % K interior

b_int = b_d(int); % b interior

X_aux = K_int\b_int; % Sistema K_int*u_aux = f_int

x_sol = u; % Solucao do contorno

x_sol(int) = x_aux; % [Solucao] com inclusao dos pontos interiores
%% Grafico Aproximada/Interpolant

xx = linspace (Xa,Xb,Nel+l); % Dominio

yy = —2/(cos (k—pi/2)) .*cos (kxxx—pi/2) — xx; % Solucao Exata

plot (xx,x_sol, 'ro—',xx,vyy, 'bx—")

legend ('Galerkin', '"Interpolante');

Codigo em Matlab para o método de elementos finitos de Galerkin minimos quadrados

(GLS) para o problema de Helmholtz 1D:

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

clc;close all;clear all;

o\
o\

Parametros de Entrada

Nel = 150; % Numero de Elementos no Dominio
k = 80; % Numero de Onda

h = 1/Nel;

Xa = 0; Xb = 1; % Dominio [Xa,XDb]

ContA = 0; ContB = —3; % Condicao de Contorno Dirichlet
$——Parametro de Estabilizacao do GLS

tau = 1/k"2% (1 — 6% (l—cos(kxh))/ (k*"2xh"2% (2+cos (kxh))));

o\
o\

PESOS DA QUADRATURA DE GAUSS [—1,1]; n =3

omega_aux(l) = 5/9;
omega_aux (2) = 8/9;
omega_aux (3) = 5/9;

o\
o\

PONTOS DA QUADRATURA [—1,1]; n = 3

p_aux(l) = —sqgrt(15)/5;

p_aux(2) = 0;

p_aux (3) = sqrt(15)/5;

%% Inicializacoes

H(1,9) .xini=[];H(1,9) .xfin=[];H(1,9) .omega=[]1;H(1,9) .x_g=I[1;
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20 H(1,9).phil=[];H(1,9).phi2=[];H(1,9).dphil=[];H(1,9).dphi2=[];
21 H(1,9).dof=[];H(1,9).Klocal=[];H(1,9).flocal=[];

22 K = zeros (Nel+1l,Nel+l); % Inicializacao da matriz K

23 f = zeros (Nel+1l,1); % Inicializacao do vetor f

24 u = zeros (Nel,1l); % Inicializacao do vetor solucao u
25 %% Atribuicoes para cada elemento

26 for i=1:Nel

27 xXini = (i—1)/Nel; %Posicao inicial do elemento i

28 xfin = i/Nel; %$Posicao final do elemento 1

29

30 H(i) .xini = xini; $%$Atribuindo posicao do no inicial

31 H(i) .xfin = xfin; $%Atribuindo posicao do no final

32

33 omega = 0.5% (xfin—xini) xomega_aux; %Peso da Quadratura no no

34 X_g = xini + 0.5+ (1 +p_aux)* (xfin—xini); %Ponto da Quadratura no no
35 H(i) .omega = omega; %Atribuindo Peso da Quadratura

3¢ H(i).x_g = x_qg; %Atribuindo Ponto da Quadratura

37

38 H(i) .phil = (xfin—x_q)/ (xfin—xini); $%Funcao Base phi (i)

390 H(i).phi2 = (x_g—=xini)/ (xfin—xini); %Funcao Base phi (i+1)

40 H(1).dphil = [—1,—1,—-1]/(xfin—xini); %Derivada da Funcao Base phi (i)
41 H(i).dphi2 = [1,1,1]/(xfin—xini); %Derivada da Funcao Base phi (i+1)
42 H(i) .dof = [i,i+1]; %Indice do no em cada elemento

43 end

4 55 Calculo Matrizes Locails

45 for i=1:Nel

46 phil = H(i) .phil; %$Base phi (1)

47 phi2 H(i) .phi2; %$Base phi (i+1)
48 dphil = H(i) .dphil; %Derivada da Funcao Base phi (i)
49 dphi2 = H(i) .dphi2; %Derivada da Funcao Base phi (i+1)

50 w = H(1).omega; %Peso da Quadratura

51 X_g = H(i).x_g; %Pontos da Quadratura
52 % Matriz Local

53 k11l = sum(w.xdphil.*dphil—k"2xw.xphil.*phil tauxk”4*w.*xphil.*phil);
54 k12 = sum(w.xdphil.*dphi2—k"2xw.xphil.*phi2
55, kK21 = sum(w.*dphi2.*xdphil—k"2+w.*xphi2.+phil

56 k22 = sum(w.*dphi2.xdphi2—k"*2+w.*xphi2.*phi2

tauxk”4*xw.*phil.*phi2);
tau*xk™xw.xphi2.xphil);

+ + o+ o+

tauxk™4xw.xphi2.xphi2);
57 ¥———————Termo Fonte

58 func=k"2xx_qg;

5 fl1 = sum(w.*func.xphil — tauxk”2xw.xphil);
60 f2 = sum(w.xfunc.xphi2 — tauxk”2xw.xphil);
61 $———Atribuicoes

62 H(i) .Klocal=[k1l1l,k12;k21,k22]; $%$Atribuindo Matriz K Local
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63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

r

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

H(i).flocal = [fl;f2];

end

o\
o\

ASSEMBLY: LOCAL—>GLOBAL
for i=1:Nel

Klocal = H(i) .Klocal;

flocal = H(1i).flocal;

dof = H(i) .dof;

for ii=1:2

for jj=1:2
K(dof (ii),dof(33)) = K(dof(ii),dof(jj))+Klocal (ii, J7);
end

f(dof(ii),1l)=f(dof(ii),1l)+flocal(ii);

end

—Condicoes de Contorno no vetor solucao u
u(l) = ContA;
u(Nel+l)= ContB;

o\

% Resolucao do Sistema Linear

b_d = f—Kx*u;

o

Novo vetor f pelas condicoes de contorno

int = 2:Nel; Indices do interior de K e f

o\

o\

K_int = K(int,int); K interior

b_int = b_d(int); % b interior
X_aux = K_int\b_int; % Sistema K_int*u_aux = f_int
x_sol = u; % Solucao do contorno

Q

x_sol(int) = x_aux; % [Solucao] com inclusao dos pontos interiores

o\
o\

Grafico Aproximada/Interpolante

xx = linspace (Xa,Xb,Nel+l); % Dominio
yy = —2/(cos (k—pi/2)) .xcos (k*xx—pi/2) — xx; % Solucao Exata

plot (xx,x_sol, 'ro—',xx,vyy, 'bx—")

legend ('GLS', "Interpolante');

B.2 (Coédigos dos métodos em duas dimensoes

Codigo em Matlab para o método de diferencas finitas centradas de segunda ordem

para o problema de Helmholtz 2D:

1

2

3

clc;close all;clear all;

o\
o\

Parametros de Entrada

teta = [0;p1/8;3%x(pi/16)]; % Angulos para direcao de ondas
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

kn = 10; % Numero de onda

$——FEixo x:

npx = 100; % Numero de pontos em x

Ax = 0; % Dominio em Ox = [Ax,Bx]
Bx = 1;

hx = (Bx — Ax)/(npx — 1); % Distancia entre nos em X
$——Eixo y:

npy = 100; % Numero de pontos em x

Ay = 0; % Dominio em Oy=[Ay, By]

By = 1;

hy = (By — Ay)/ (npy — 1); % Distancia entre nos em y

$—————Malha:

oe

npt = npx*npy; Numero total de pontos

npyi=npy—2; npxi=npx—2; % Numero de pontos internos em x
ey

npti = (npxi)* (npyi); % Numero de pontos internos na malha

[X,Y] = meshgrid(Ax:hx:Bx,Ay:hy:By); % Malha das solucoes

%% Inicializacoes

K = spalloc (npti,npti,5*npti); % Inicializacao da Matriz K

b = zeros ((npxi)* (npyi),1); % Inicializacao do vetor b

sol_exata = zeros (npx,npy); % Inicializacao da solucao exata

%% —— Diagonais

Dp = —2% (hx"2 + hy”"2)+ hx"2xhy"2xkn"2;

Ds = hy"2;

Di = hy"2;

Dsa = hx"2;
Dia = hx"2;
%% Diagonal Principal
for ii = 1l:npti
K(ii,ii) = Dp;
end
%% Diagonal Superior
for ii = 1l:npti-1
K(ii,ii+1) = Ds;
end
%% Diagonal Inferior
for ii = 2:npti
K(ii,ii—-1) = Di;
end
%% Diagonal Superior Afastada
for ii = 1: (npy—3)* (npx—2)
K(ii,ii + npx — 2) = Dsa;

end




B.2 Cédigos dos métodos em duas dimensoes 92
46 %% Diagonal Inferior Afastada

47 for ii = npx — l:npti

48 K(ii,ii — npx + 2) = Dia;

49 end

50 %% Atribuicao das condicoes de Contorno
51 kk=0;

52 for jj=2:npy—1

53 for 1ii=2:npx—1

54 kk = kk+1;

55 % Termo Fonte:

56 fonte = —1;

57 b (kk)=hx"2+hy*2xfonte;

58 for p=l:length(teta) % Loop para p ondas

59 % Contorno Lateral Esquerdo:

60 xX=AX;

61 y=Ay+(jJ—1) +xhy;

62

63 1if (1i==2)

64 if(33>2)

65 K (kk, kk—1)=0;

66 end

67 b (kk)=b (kk)—=hy"*2x (cos (kn* (x*cos (teta(p))ty*sin(teta(p)))));
68 end

69 $————Contorno Lateral Direito:

70 x=BXx;

71 y=Ay+ (jJj—1) xhy;

72

73 if (ii==(npx—1))

74 if (33<(npy—1))

75 K (kk, kk+1)=0;

76 end

7 b (kk)=b (kk)—hy"2« (cos (kn* (x*cos (teta(p) ) ty*sin(teta(p)))));
78 end

79 % Contorno Inferior

80 x=Ax+ (1i—1) xhx;

81 y=Ay;

82 if (3j==2)

83 b (kk)=b (kk)—hx"2x (cos (knx (x*cos (teta(p))ty*sin(teta(p)))));
84 end

85 $———Contorno Superior

86

87

88

x=Ax+ (ii—1) *hx;
y=By;
if (3Jj==(npy—1))
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89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

Codigos dos métodos em duas dimensoes 93
b (kk)=b (kk)—=hx"2«x (cos (kn* (x*cos (teta(p))ty*sin(teta(p)))));
end
end
end

end

%% Resolucao do Sistema Linear
u=K\b;

o\
o\

Solucao Exata

for p=l:1length(teta)

sol_exata = sol_exata + cos(knx (X.*cos(teta(p))+Y.xsin(teta(p))));
end
figure (1)

surf (X,Y,sol_exata)%::Solucao Exata

o\
o\

Solucao Aproximada

sol_aprox = sol_exata; %Para Inicializar e solucao no contorno
$———Solucao no Interior:

for lin=1l:npyi
for col=1l:npxi
sol_aprox(lin+l,col+l) = u((lin—1)+*npxi+col);
end
end
figure (2)

surf (X,Y,sol_aprox)%::Solucao Aproximada

Codigo em Matlab para o método de elementos finitos de Galerkin para o problema

de Helmholtz 2D:

10

11

12

13

14

15

clear all;clc;close all;

o\
o\

Parametros de Entrada
teta=[0;p1/8;3x(pi/8)1;

kn = 10; %Numero de Onda

$—Eixo x

Nelx = 100; %Numero de Elementos em X e Y
Ax=0;

Bx=1;

hx=(Bx — Ax)/ (Nelx);

hy = (By — Ay)/ (Nely);

[

$——Malha do dominio: [Ax,Bx]x[Ay,By]
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16 [X,Y] = meshgrid(Ax:hx:Bx,Ay:hy:By);

o\
o\
w

17 PESOS DA QUADRATURA DE GAUSS [—1,1]; n =

18 omega_aux(l) = 5/9;
19 omega_aux(2) = 8/9;
20 omega_aux(3) = 5/9;

o\
o\

21 PONTOS DA QUADRATURA [-1,1]; n = 3

22 p_aux (l) = —sqrt(15)/5;

23 p_aux (2) = 0;

24 p_aux(3) = sqgrt(15)/5;

25 5% Inicializacoes

26 pp=0; % Indice para o Loop %$%%% Mapeamento dos nos Globais

27 H(1,900) .xini=[]1;H(1,900) .xfin=[];

28 H(1,900).yini=[];H(1,900).yfin=[];

20 H(1,900) .omega=[]1;H(1,900).x_g=I[];

30 H(1,900) .omegax=[];H(1l,900) .omegay=[];

31 H(1,900).y_g=[1;

32 H(1,900).phil=[];H(1,900).phi2=[];

33 H(1,900) .phi3=[];H(1,900) .phid=[];

3¢ H(1,900) .dphilx=[];H(1,900) .dphi2x=[];

35 H(1,900) .dphi3x=[];H(1,900) .dphidx=[];

3¢ H(1,900) .dphily=[1;H(1,900).dphi2y=[1;

37 H(1,900) .dphi3y=[]1;H(1,900) .dphidy=[];

38 H(1,900).dof=[1;H(1,900) .Klocal=[];

39 H(1,900).flocal=[];

40 u_b = sparse(Nelx+l,Nely+l);

41 K = sparse((Nelx+l)x (Nely+l), (Nelx+1l)« (Nely+l)); %Inicializacao da
matriz K

42 £ = zeros((Nelx+1l)* (Nely+1l),1); %$Inicializacao do vetor £

43 sol_exata = zeros (Nely+l,Nelx+1);

o\
o\

Atribuicoes de cada elemento

44

45 for kk=1l:Nely

46 for ii=1:Nelx

41 $——Coordenadas dos elementos:

48 xini = (ii—1)/Nelx; % Posicao Inicial em x
49 xfin = 1i/Nelx; % Posicao Final em x
50 yini = (kk—1)/Nely; % Posicao Inicial em y
51 yfin = (kk)/Nely; % Posicao Final em y
52 $——Atribuicao das coordenadas:

53 H(ii+pp) .xini = xini;

54 H(ii+pp) .xfin = xfin;

55 H(ii+pp) .yini = yini;

56 H(ii+pp) .yvfin = yfin;

57 $——Definicoes da quadratura de Gauss:
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58 omegax = 0.5x% (xfin—xini) *omega_aux; %Peso da Quadratura no no X

59 omegay = 0.5x(yfin—yini) xomega_aux; %Peso da Quadratura no no Y

60 x_g = xini + 0.5x (1 +p_aux)* (xfin—xini); %Ponto da Quadratura no
no (x)

61 y_g = yini + 0.5%x (1 +p_aux)*(yfin—yini); %Ponto da Quadratura no
no (y)

62 %——Atribuicoes da quadratura de Gauss:

63 H(ii+pp) .omegax = omegax;

64 H(ii+pp) .omegay = omegay;

65 H(ii+pp) .x_g = x_qg;

66 H(ii+pp) .v_q = y_4g;

67 %——Vetores para quadratura:

68 el = [1 1 17;

69 e2 = [1;1;1];

70 %——Funcoes Base:

71 phil = (x_qg'—xfin) *» (y_g—yfin)/ ((xini—xfin) * (yini—yfin));

72 phi2 = (x_g'—xini) x (y_g—yfin) / ((xfin—xini) x (yini—yfin));

73 phi3 = (x_g'—xini) x (y_g—yini) / ((xfin—xini) x (yfin—yini));

74 phid = (x_gq'—xfin) x (y_g—yini) / ((xini—xfin) x (yfin—yini));

75 %——Derivadas em x das funcoes base:

76 dphilx = (e2*y_g—yfin)/ ((xini—xfin)* (yini—yfin));

77 dphi2x = (e2*y_g—yfin)/ ((xfin—xini) * (yini—yfin));

78 dphi3x = (e2+y_g—yini)/ ((xfin—xini)* (yfin—yini));

79 dphidx = (e2xy_g—yini)/ ((xini—xfin)+ (yfin—yini));

80 %$——Derivadas em y das funcoes base:

81 dphily = (x_g'+*el—xfin) / ((xini—xfin) * (yini—yfin));

82 dphil2y = (x_g'+*el—xini) / ((xfin—xini) * (yini—yfin));

83 dphildy = (x_g'*el—xini)/ ((xfin—xini)* (yfin—yini));

84 dphidy = (x_g'+*el—xfin)/ ((xini—xfin)* (yfin—yini));

85 %——Atribuicoes das funcoes base:

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

H(ii+pp) .phil = phil;
H(ii+pp) .phi2 = phi2;
H(ii+pp) .phi3 = phi3;
H(ii+pp) .phi4 = phi4;
$——Atribuicoes das derivadas em x das funcoes base:
H(ii+pp) .dphilx = dphilx;
H(ii+pp) .dphi2x = dphi2x;
H(ii+pp) .dphi3x = dphi3x;
H(ii+pp) .dphidx = dphiidx;
$——Atribuicoes das derivadas em y das funcoes base:
H(ii+pp) .dphily = dphily;
H(ii+pp) .dphi2y = dphi2y;
H(ii+pp) .dphi3y = dphi3y;
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99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

134

135

136

137

139

140

141

H(ii+pp) .dphidy = dphidy;
$——Mapeamento das posicoes globais de cada no:
H(ii+pp) .dof = [(1+Nelx) (kk—1)+ii, (1+Nelx) » (kk—1)+ii+1, ...
(1+Nelx) * (kk—1)+ii+Nelx+2, (1+Nelx) * (kk—1)+ii+Nelx+1];
end
pp=pp+Nelx;

end

o\
o\

MATRIZES LOCAIS

for i=1:Nelx*Nely
Klocal=zeros(4,4); % Iniciando Matriz de Rigidez
%—— Funcoes base, suas derivadas e pesos da quadratura para o elemento:
phil = H(i) .phil; dphilx = H(i) .dphilx; dphily = H(i) .dphily;
phi2 = H(i) .phi2; dphi2x = H(i).dphi2x; dphily .dphi2y;
phi3 = H(i) .phi3; dphi3x = H(i) .dphi3x; dphi3y .dphi3y;
phi4 = H(i) .phi4; dphidx = H(i) .dphidx; dphidy = H(i) .dphidy;

I Il
juni ]
b

wx = H(1i) .omegax; wy = H(i).omegay;

[

$—— Matriz que carrega as combinacoes de peso da Quadratura:
Aw = omegax'*xomegay;
o

$——Elementos da Matriz K Local para cada Elemento:

k1l = sum(sum(Aw.* (dphilx.*dphilx + dphily.*dphily — kn”2+phil.xphil)));

k12 = sum(sum(Aw.x* (dphilx.+»dphi2x + dphily.xdphi2y — kn”"2xphil.*phi2)));
k13 = sum(sum(Aw.x* (dphilx.+dphi3x + dphily.xdphi3y — kn”"2xphil.*phi3)));
k14 = sum(sum(Aw.x* (dphilx.*dphid4x + dphily.*xdphidy — kn”"2xphil.*phi4)));
k21 = sum(sum(Aw.* (dphi2x.*dphilx + dphi2y.*dphily — kn”"2%phi2.xphil)));
k22 = sum(sum(Aw.x* (dphi2x.+»dphi2x + dphi2y.xdphi2y — kn”"2xphi2.*phi2)));
k23 = sum(sum (Aw.* (dphi2x.+»dphi3x + dphil2y.xdphi3y — kn”"2xphi2.*phi3)));
k24 = sum(sum(Aw.x* (dphi2x.*dphidx + dphi2y.xdphidy — kn”"2xphi2.*phid)));
k31 = sum(sum(Aw.x* (dphi3x.xdphilx + dphi3y.xdphily — kn”"2%phi3.*phil)));
k32 = sum(sum(Aw.* (dphi3x.*dphi2x + dphi3y.*dphi2y — kn"2%phi3.xphi2)));
k33 = sum(sum(Aw.* (dphi3x.*dphi3x + dphi3y.xdphi3y — kn”*2xphi3.*phi3)));
k34 = sum(sum(Aw.x* (dphi3x.*dphid4x + dphi3y.xdphidy — kn”"2xphi3.*phid)));
k41l = sum(sum(Aw.x* (dphidx.xdphilx + dphidy.xdphily — kn”"2%phid.+phil)));
k42 = sum(sum(Aw.* (dphidx.*dphi2x + dphidy.*dphi2y — kn”"2*phid.xphi2)));
k43 = sum(sum(Aw.x* (dphidx.+»dphi3x + dphidy.xdphi3y — kn”"2xphid.*phi3)));
k44 = sum(sum(Aw.x* (dphidx.*dphidx + dphidy.xdphidy — kn”"2xphid.*phid)));
%——Matriz £ local

f1 = 0;

f2 = 0;

%$—— Atribuicao da Matriz Local K e f:

H(i) .Klocal

[k11,k12,k13,k14;k21,k22,k23,k24; ...
k31,k32,k33,k34;k41,k42,k43,k44];
[f1;£2];

H(i).flocal

end
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142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

158

159

160

161

162

163

164

165

166

167

168

170

171

172

173

174

175

177

178

179

180

181

182

183

184

%% CONDICOES DE CONTORNO
ind=1; indd=1;
ua=zeros ( (Nelx+1l)x (Nely+1),1);
for ii=1:Nely+1

for jj=1l:Nelx+l

%$————Condicao Inferior
if (ii==1)
x=Ax+ (jJ—1) xhx;y=Ay;
for p=l:1length(teta)
ua ((11i—1) % (Nelx+1l)+jj) = ua((ii—1)* (Nelx+1l)+jj)+...
cos (knx (x*cos (teta(p) ) +ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)* (Nelx+1l)+7jj;
ind=ind+1;
$——Condicao Superior
elseif (ii==Nely+1)
x=Ax+ (JJ—1) xhx; y=By;
for p=1l:1length(teta)
ua ((11i—1) % (Nelx+1l)+jj) = ua((ii—1)* (Nelx+1l)+jj)+...
cos (kn«* (xxcos (teta(p)) ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)~* (Nelx+1)+737;
ind=ind+1;
$——Condicao Esquerda
elseif (jj==1)
x=Ax; y=Ay+ (ii—1) xhy;
for p=l:1length(teta)
ua ((ii—=1)x (Nelx+1)+jj) = ua((ii—1)* (Nelx+l)+3jj)+...
cos (kn* (x+xcos (teta (p) ) ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)* (Nelx+1)+737;

ind=ind+1;

%——Condicao Direita
elseif (jj==Nelx+1)
x=Bx; y=Ay+ (1i—1) xhy;
for p=1l:1length (teta)
ua ((1ii—1)* (Nelx+1)+37J) = ua((ii—1)* (Nelx+1)+33j)+...
cos (knx (xxcos (teta(p))+ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)* (Nelx+1l)+33j;
ind=ind+1;
end

[

$————Interior
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185

186

187

188

189

191

192

193

194

196

197

198

199

201

202

203

204

205

206

208

209

210

211

212

213

214

215

216

217

218

219

220

221

222

1f(ii#Nely+1l6&iizl&&jj#Nelx+1l6&jj#1)
interior(indd)= (ii—1)« (Nelx+1)+7j7j;
indd=indd+1;

end

end

o\
o\

Loops do Assembly
for i=1:NelxxNely

Klocal H(i) .Klocal;
flocal = H(i).flocal;
dof = H(i) .dof;

for ii=1:4

for jj=1:4
K(dof (ii),dof(jj)) = K(dof(ii),dof(jj))+Klocal(ii, jj);
end
end
f(i,1)=0;
end
%% Resolucao do Sistema Linear

b_d = f—Kx*ua;
K_int = K(interior, interior);

b_int = b_d(interior);

x_aux = K_int\b_int;
%% Solucao Exata

for p=l:1length(teta)

sol_exata = sol_exata + cos(knx (X.*cos(teta(p))+Y.xsin(teta(p))));
end
figure (1)

surf (X,Y,sol_exata)%::Solucao Exata

o\
o\

Solucao Aproximada
sol_aprox = sol_exata;
for lin=1:Nely—1
for col=1:Nelx—1
sol_aprox(lin+l,col+l) = x_aux((lin—1)«* (Nelx—1)+col);
end
end
figure (2)

surf (X,Y,sol_aprox)%::Solucao Aproximada

Codigo em Matlab para o método de elementos finitos de Galerkin minimos quadrados

(GLS) para o problema de Helmholtz 2D:




B.2 Cédigos dos métodos em duas dimensoes

99

1 clear all;clc;close all;

W
o\
o\

Parametros de Entrada
3 teta=[0;pi/8;3*(pi/8)1];

4 kn = 10; S%$Numero de Onda

5 $———Eix0o x

6 Nelx = 100; %Numero de Elementos em X e Y
7 Ax=0;

8 Bx=1;

9 hx=(Bx — Ax)/ (Nelx);

10 $——Eixo vy

11 Nely = 100;

12 Ay=0;

13 By=1;

14 hy = (By — Ay)/ (Nely);

15 $———Malha do dominio: [Ax,Bx]x[Ay,BYy]
16 [X,Y] = meshgrid(Ax:hx:Bx,Ay:hy:By);

17 %———Parametros do GLS:
18 h = hx;

19 sl = knxhxcos (pi/8);
20 s2 = knxhxsin(pi/8);
21 tau = (1/kn”2)*(1—6% (4—cos(sl)—cos (s2)—2*cos(sl)+cos(s2))/...

22 ((24+cos(sl)) * (2+cos (s2)) *kn"2+xh"2));

23 %% PESOS DA QUADRATURA DE GAUSS [—1,1]; n =3
24 omega_aux(l) = 5/9;

25 omega_aux(2) = 8/9;

26 omega_aux (3) = 5/9;

27 %% PONTOS DA QUADRATURA [—1,1]; n = 3

28 p_aux(l) = —sqgrt(15)/5;

20 p_aux(2) = 0;

30 p_aux(3) = sqrt(15)/5;

31 %% Inicializacoes

32 pp=0; % Indice para o Loop %$%%% Mapeamento dos nos Globais

33 H(1,900).xini=[];H(1,900) .xfin=[];

3¢ H(1,900).yini=[];H(1,900).yfin=[];

35 H(1,900).omega=[];H(1,900).x_g=[];

36 H(1,900) .omegax=[];H(1,900) .omegay=[];
37 H(1,900).y_g=I[1;

38 H(1,900).phil=[];H(1,900).phi2=[];

39 H(1,900).phi3=[];H(1,900).phid=[];

40 H(1,900).dphilx=[];H(1,900).dphi2x=[];
41 H(1,900).dphi3x=[];H(1,900) .dphidx=[];
42 H(1,900) .dphily=[];H(1,900).dphi2y=[];
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43 H(1,900) .dphi3y=[1;H (1, 900) .dphidy=1[1;

44 H(1,900) .dof=[1;H(1,900) .Klocal=[];

45 H(1,900) .flocal=[];

46 U_b = sparse(Nelx+1l,Nely+1);

41 K = sparse((Nelx+l)x (Nely+1l), (Nelx+1l)* (Nely+l)); %SInicializacao da
matriz K

48 £ = zeros ((Nelx+l)* (Nely+1l),1); $Inicializacao do vetor f

49 sol_exata = zeros (Nely+l,Nelx+1);

o\
o\

Atribuicoes de cada elemento

50

51 for kk=1l:Nely

52 for ii=1:Nelx

53 %$——Coordenadas dos elementos:

54 xini = (ii—1)/Nelx; % Posicao Inicial em x

55 xfin = 1i/Nelx; % Posicao Final em x

56 yini = (kk—1)/Nely; % Posicao Inicial em y

57 yfin = (kk)/Nely; % Posicao Final em y

58 $——Atribuicao das coordenadas:

59 H(ii+pp) .xini = xini;

60 H(ii+pp) .xfin = xfin;

61 H(ii+pp) .yini = yini;

62 H(ii+pp) .yfin = yfin;

63 $——Definicoes da quadratura de Gauss:

64 omegax = 0.5% (xfin—xini) *omega_aux; %Peso da Quadratura no no X

65 omegay = 0.5% (yfin—yini) xomega_aux; %Peso da Quadratura no no Y

66 x_gq = xini + 0.5% (1 +p_aux)* (xfin—xini); %Ponto da Quadratura no
no (x)

67 y_g = yini + 0.5x (1 +p_aux)* (yfin—yini); %Ponto da Quadratura no
no (y)

68 $——Atribuicoes da gquadratura de Gauss:

69 H(ii+pp) .omegax = omegax;

70 H(ii+pp) .omegay = omegay;

71 H(ii+pp) .x_g = x_Jd;

72 H(iit+pp).y_q = y_g;

73 $——Vetores para quadratura:

74 el = [1 1 1];

75 e2 = [1;1;17];

76 S$——Funcoes Base:

77 phil = (x_g'—xfin) x (y_g—yfin) / ((xini—xfin) x (yini—yfin));

78 phi2 = (x_gq'—xini) x (y_g—yfin) / ((xfin—xini) x (yini—yfin));

79 phi3 = (x_gq'—=xini)*(y_g—yini)/ ((xfin—xini) (yfin—yini));

80 phid = (x_g'—xfin) * (y_g—yini) / ((xini—xfin) * (yfin—yini));

81 $—Derivadas em x das funcoes base:

82 dphilx = (e2xy_g—yfin)/ ((xini—xfin) * (yini—yfin));
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86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

dphi2x = (e2*y_g—yfin)/ ((xfin—xini) * (yini—yfin));
dphi3x = (e2xy_g—yini)/ ((xfin—xini)* (yfin—yini));
dphidx = (e2xy_g—yini) / ((xini—xfin)* (yfin—yini));
$——Derivadas em y das funcoes base:
dphily = (x_g'+*el—xfin) / ((xini—xfin) * (yini—yfin));
dphi2y = (x_qg'*el—xini)/ ((xfin—xini) % (yini—yfin));
dphi3y = (x_g'+*el—xini) / ((xfin—xini) * (yfin—yini));
dphidy = (x_g'+*el—xfin)/ ((xini—xfin)* (yfin—yini));
%$——Atribuicoes das funcoes base:

H(ii+pp) .phil = phil;
H(ii+pp) .phi2 = phi2;
H(ii+pp) .phi3 = phi3;
H(ii+pp) .phid4d = phi4;
$——Atribuicoes das derivadas em x das funcoes base:
H(ii+pp) .dphilx = dphilx;
H(ii+pp) .dphi2x = dphi2x;
H(ii+pp) .dphi3x = dphi3x;
H(ii+pp) .dphidx = dphiidx;
$——Atribuicoes das derivadas em y das funcoes base:
H(ii+pp) .dphily = dphily;
H(ii+pp) .dphi2y = dphil2y;
H(ii+pp) .dphi3y = dphi3y;
H(ii+pp) .dphidy = dphidy;
$——Mapeamento das posicoes globais de cada no:
H(ii+pp) .dof = [(1+Nelx) » (kk—1)+ii, (1+Nelx)» (kk—1)+ii+1, ...
(1+Nelx) * (kk—1)+ii+Nelx+2, (1+Nelx) * (kk—1)+1ii+Nelx+1];
end
pp=pp+Nelx;

end

o\
o\

MATRIZES LOCAIS

for i=1:Nelx*Nely
Klocal=zeros(4,4); % Iniciando Matriz de Rigidez
%—— Funcoes base, suas derivadas e pesos da quadratura para o elemento:
phil = H(i).phil; dphilx = H(i).dphilx; dphily = H(i).dphily;
phi2 = H(i) .phi2; dphi2x = H(i) .dphi2x; dphi2y = H(1i) .dphi2y;
phi3 = H(i) .phi3; dphi3x = H(i) .dphi3x; dphi3y = H(i) .dphi3y;
phid4d = H(i) .phi4; dphid4x = H(i) .dphidx; dphidy = H(i) .dphidy;
wx = H(1i).omegax; wy = H(i).omegay;
$—— Matriz que carrega as combinacoes de peso da Quadratura:
Aw = omegax'xomegay;
$——Elementos da Matriz K Local para cada Elemento:
k1l = sum(sum(Aw.* (dphilx.+dphilx + dphily.xdphily — kn”"2xphil.*phil +...

tauxkn*4xphil.xphil)));
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131

132

133

134

135

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

154

155

156

157

158

159

161

162

163

164

166

167

168

k12 = sum(sum(Aw.x* (dphilx.+dphi2x + dphily.xdphi2y
tauxkn*4xphil.xphi2)));

k13 = sum(sum(Aw.* (dphilx.*dphi3x + dphily.*dphi3y
tauxkn®4*xphil.*phi3)));

k14 = sum(sum(Aw.x* (dphilx.+dphidx + dphily.xdphidy
tauxkn*4xphil.xphid)));

k21 = sum(sum (Aw.x* (dphi2x.+dphilx + dphi2y.xdphily
tauxkn®4«phi2.*phil)));

k22 = sum(sum(Aw.x* (dphi2x.+dphi2x + dphi2y.xdphily
tauxkn*4xphi2.xphi2)));

k23 = sum(sum(Aw.* (dphi2x.*dphi3x + dphi2y.*dphi3y
tauxkn®4+«phi2.*phi3)));

k24 = sum(sum(Aw.x* (dphi2x.+dphidx + dphil2y.xdphidy
tauxkn*4xphi2.xphid)));

k31 = sum(sum(Aw.* (dphi3x.*dphilx + dphi3y.*dphily
tauxkn®4+«phi3.*phil)));

k32 = sum(sum(Aw.x* (dphi3x.+dphi2x + dphi3y.xdphily
tauxkn*4xphi3.xphi2)));

k33 = sum(sum(Aw.* (dphi3x.*dphi3x + dphi3y.*dphi3y
tauxkn®4«phi3.*phi3)));

k34 = sum(sum(Aw.x* (dphi3x.+dphidx + dphi3y.xdphidy
tauxkn*4xphi3.xphid)));

k41l = sum(sum (Aw.x* (dphidx.+dphilx + dphidy.xdphily
tauxkn®4«phid.*phil)));

k42 = sum(sum(Aw.x* (dphidx.+»dphi2x + dphidy.xdphily
tauxkn*4xphid.xphi2)));

k43 = sum(sum(Aw.* (dphidx.*dphi3x + dphidy.*dphi3y
tauxkn*4xphid.xphi3)));

k44 = sum(sum(Aw.x* (dphidx.*dphid4x + dphidy.*dphidy
tauxkn*4xphid.xphid)));

$——Matriz £ local

f1 = 0;

f2 = 0;

%—— Atribuicao da Matriz Local K e f:

H(i) .Klocal =

[k11,k12,%k13,k14;k21,k22,k23,k24; ...

k31,k32,k33,k34;k41,k42,k43,k44];

H(i) .flocal

end
ind=1; indd=1;
ua=zeros ( (Nelx+1)

for ii=1:Nely+1l

[£1;£2];

CONDICOES DE CONTORNO

* (Nely+1),1);

for jj=1:Nelx+1l

kn*2+phil.

kn”2+phil.

kn*2+phil.

kn"2+phi2.

kn*2+phi2.

kn"2+phi2.

kn*2+phi2.

kn*2+phi3.

kn*2+phi3.

kn"2+phi3.

kn*2+phi3.

kn"2+phi4.

kn*2+phid.

kn~2+phi4.

kn"~2xphid.

*phi2

*phi3

*phid

*phil

*phi2

*phi3

*phid

*phil

*phi2

*phi3

*phid

*phil

*phi2

*phi3

*phid
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169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

203

204

205

206

207

208

209

210

211

I°3
°

——Condicao Inferior

if (ii==1)
x=Ax+ (JJ—1) xhx; y=Ay;

for p=1l:length (teta)

ua ((ii—1)* (Nelx+1l)+3j) = ua((ii—1)* (Nelx+1l)+33)+...

cos (knx (x*cos (teta(p) ) +ty*sin(teta(p))));
end

conj(ind) = (ii—1)* (Nelx+1l)+3jj;
ind=ind+1;

<)
<

——Condicao Superior
elseif (ii==Nely+1)
x=Ax+ (jJ—1) xhx; y=By;
for p=1l:1length(teta)
ua ((11i—1) % (Nelx+1l)+jj) = ua((ii—1)* (Nelx+1l)+jj)+...
cos (knx (x*cos (teta(p) ) +ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)* (Nelx+1l)+7jj;
ind=ind+1;
%——Condicao Esquerda
elseif (jj==1)
x=Ax; y=Ay+ (1i—1) xhy;
for p=l:1length(teta)
ua ((ii—1)* (Nelx+1l)+3jj) = ua((ii—1)* (Nelx+l)+3Jj)+...
cos (kn* (x+xcos (teta(p) ) ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)~* (Nelx+1)+737;
ind=ind+1;
%——Condicao Direita
elseif (jj==Nelx+1)
x=Bx; y=Ay+ (ii—1) xhy;
for p=l:1length(teta)
ua ((ii—=1)x (Nelx+1)+jj) = ua((ii—1)* (Nelx+l)+3jj)+...
cos (kn* (x+xcos (teta(p) ) ty*xsin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)* (Nelx+1)+737;
ind=ind+1;
end

<)
<

——Interior

if(1i#Nely+16&ii#1&&Jj#Nelx+1&&JJ-1)
interior (indd)= (ii—1)x* (Nelx+1)+3j7;
indd=indd+1;

end

end




B.2 Cédigos dos métodos em duas dimensoes

104

212

213

214

215

216

217

218

219

220

221

222

223

224

225

226

227

228

229

230

231

232

233

234

235

236

237

238

240

241

242

243

244

o\
o\

Loops do Assembly
for i=1:Nelx*Nely

Klocal H(i) .Klocal;
flocal = H(i).flocal;
dof = H(i).dof;

for ii=1:4

for jj=1:4
K(dof (ii),dof(jj)) = K(dof(ii),dof(jj))+Klocal(ii, jj);
end
end
£f(i,1)=0;
end
%% Resolucao do Sistema Linear

b_d = f—Kxua;

K_int = K(interior, interior);
b_int = b_d(interior);

x_aux = K_int\b_int;

%% Solucao Exata

for p=1l:1length (teta)

sol_exata = sol_exata + cos(knx (X.*cos(teta(p))+Y.xsin(teta(p))));
end
figure (1)

surf (X,Y,sol_exata)%::Solucao Exata

o\
o\°

Solucao Aproximada
sol_aprox = sol_exata;
for 1lin=1:Nely—1
for col=1:Nelx—1
sol_aprox(lin+l,col+l) = x_aux((lin—1)«* (Nelx—1)+col);
end
end
figure (2)

surf (X,Y,sol_aprox)%::Solucao Aproximada

Codigo em Matlab para o QSFEM para o problema de Helmholtz 2D:

clear all;clc;close all;

o\
o\

Parametros de Entrada
teta=[0;pi/8;3* (pi/8)1;
kn = 10; %Numero de Onda

$—FEixo x

Nelx = 50; %Numero de Elementos em X e Y




B.2 Codigos dos métodos em duas dimensoes 105

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

e—Eixo y

Nely = 50;

Ay=0;

By=1;

hy = (By — Ay)/ (Nely);

$——Malha do dominio: [Ax,Bx]x[Ay,By]
[X,Y] = meshgrid(Ax:hx:Bx,Ay:hy:By);
$———Parimetros do QSFEM

h=hx;

cl=cos (kn*h*cos (pi/16));c2=cos (knxhxcos (3xpi/16));
sl=cos (kn*h*sin (pi/16));s2=cos (knxhxsin (3xpi/16));
A3=4;

A2=2x (cl*sl—c2xs2)/(c2xs2* (cl+sl)—cl*slx (c2+s2));
Al=(c2+s2—cl—sl)/ (c2*s2x (cl+sl)—cl*sl* (c2+s2));

%% Inicializacoes
pp=0; % Indice para o Loop %$%%% Mapeamento dos nos Globais

H(1,900) .dof=[1;H(1,900) .Klocal=[1];
H(1,900).flocal=[];

u_b = sparse(Nelx+1l,Nely+l);

K = sparse((Nelx+l)« (Nely+1l), (Nelx+1l)x (Nely+1l));
f = zeros ((Nelx+1l)* (Nely+1l),1);

sol_exata = zeros (Nely+l,Nelx+l);

o\
o\

Atribuicoes de cada elemento
for kk=1:Nely

for ii=1:Nelx
$——Mapeamento das posicoes globais de cada no:

H(ii+pp) .dof = [(1+Nelx) (kk—1)+ii, (1+Nelx) » (kk—1)+ii+1, ...
(1+Nelx) * (kk—1)+ii+Nelx+2, (1+Nelx) * (kk—1)+ii+Nelx+1];
end
pp=ppt+Nelx;

end

o\
o\

MATRIZES LOCAIS

for i=1:Nelx*Nely

$——Matriz £ local

f1 = 0;

f2 = 0;

%—— Atribuicao da Matriz Local K e f:

H(i) .Klocal = [A3/4 A2/2 Al A2/2;A2/2 A3/4 A2/2 Al;...
Al A2/2 A3/4 A2/2;A2/2 Al A2/2 A3/4];
H(i) .flocal = [fl;f2];
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50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

T

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

end
%% CONDICOES DE CONTORNO
ind=1; indd=1;
ua=zeros ( (Nelx+1)x (Nely+1),1);
for ii=1:Nely+l
for jj=1:Nelx+1l

%———Condicao Inferior

if (ii==1)

x=Ax+ (JJ—1) xhx; y=Ay;

for p=1l:1length(teta)

ua ((11i—1) % (Nelx+1l)+jj) = ua((ii—1)* (Nelx+1l)+jj)+...
cos (kn«* (xxcos (teta(p)) ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)~* (Nelx+1)+737;

ind=ind+1;
$——Condicao Superior

elseif (ii==Nely+1)

x=Ax+ (Jjj—1) xhx; y=By;

for p=1l:length(teta)

Ha ((ii—1) (Nelx+1)+33) = ua((ii—1)« (Nelx+1)+3j)+...
cos (knx (xxcos (teta(p)) tyxsin(teta(p))));
end
conij(ind) = (ii—1)* (Nelx+1)+737j;

ind=ind+1;

$——Condicao Esquerda
elseif (j3==1)
x=Ax; y=Ay+ (ii—1) xhy;

for p=1l:length(teta)

ua ((1i—1)* (Nelx+1)+37J) = ua((ii—1)* (Nelx+1)+33j)+...

cos (knx (xxcos (teta(p))+y*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)~* (Nelx+1l)+37;

ind=ind+1;

$——Condicao Direita
elseif (jj==Nelx+1)
x=Bx;y=Ay+ (ii—1) «hy;

for p=1l:1length (teta)

ua ((1i—1) x (Nelx+1l)+jj) = ua((ii—1)* (Nelx+1l)+jj)+...
cos (kn#* (xxcos (teta(p)) ty*sin(teta(p))));
end
conj(ind) = (ii—1)* (Nelx+1)+7j7;

ind=ind+1;

end




B.2 Cédigos dos métodos em duas dimensoes
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93 $————Interior

94 1f(ii#Nely+1l6&iizx1&&)j#Nelx+16&7)#1)
95 interior (indd)= (ii—1)x* (Nelx+1)+3jj;
96 indd=indd+1;

97 end

98 end

99 end

o\
o\

100 Loops do Assembly

101 for i=1:NelxxNely

102 Klocal = H(i) .Klocal;
103 flocal = H(i).flocal;
104 dof = H(i) .dof;

105 for ii=1:4

106 for jj=1:4

107 K(dof (ii),dof (jj)) = K(dof(ii),dof(3jj))+Klocal(ii, jJj);
108 end

109 end

1o £(i,1)=0;

111 end
[<Ie) o o
112 %% Resolucao do Sistema Linear

113 b_d = f—Kxua;

114 K_int = K(interior, interior);

115 b_int = b_d(interior);

116 X_aux = K_int\b_int;

117 %% Solucao Exata

118 for p=l:length(teta)

119 sol_exata = sol_exata + cos(knx (X.*cos(teta(p))+Y.xsin(teta(p))));
120 end

121 figure (1)

122 surf (X,Y,sol_exata)%::Solucao Exata

o\
o\

123 Solucao Aproximada
124 sol_aprox = sol_exata;

125 for lin=1:Nely—1

126 for col=1:Nelx—1

127 sol_aprox(lin+l,col+l) = x_aux((lin—1)~* (Nelx—1)+col);
128 end

129 end

130 figure (2)

131 surf (X,Y,sol_aprox)%::Solucao Aproximada




