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Resumo

O presente trabalho foi desenvolvido com o objetivo de estudar situagoes que envol-
vam aparecimento de oscila¢oes espirias em problemas convectivos difusivos estacionarios
unidimensionais e bidimensionais, aplicando métodos de diferencas, como Método de Dife-
rencga Finita Centrada, Método de Volume Finito e Método de Diferenga Finita Upwind.
Realizamos comparacoes entre situacoes com difusdo dominante, balanceamento entre
conveccao e difusao e convecgao dominante. Para isto, a modelagem dos problemas foi
realizada pela equacao de conveccao difusao 1D e 2D. As solugoes para cada problema
teste foram obtidas discretizando a equagdo dentro de um dominio discreto equivalente
ao dominio fisico do problema. Esta discretizagdo baseou-se nos conceitos de aproxima-
¢ao por diferencas finitas para as derivadas de primeira e segunda ordem da equagdo nos
nodos do dominio discreto. A resolucao das equacoes discretizadas foi realizada através
do sistema linear Ku = f por eliminacao gaussiana com abordagem implicita, sendo os
problemas estacionarios. Apos a resolucao, é comparado as solu¢des numérica obtidas: no
caso 1D encontra-se a solucao analitica para o problema proposto, de escoamento de fluido
sob placa plana porosa com succao vertical, e é comparada com as solugoes numéricas a
fim de verificar qual método produz solugdo com melhor aproximacao para a analitica,
além de, no caso de conveccao dominante, analisar qual método é mais eficiente para a
eliminacao de oscilagoes espurias. No caso 2D, como nao se pode determinar a solugao
analitica, a comparacdo objetivou-se em verificar na presenca de conveccao dominante
qual método conseguiu manter a solugao com menos oscilagoes espurias.



Abstract

This work was developed with the aim of studying situations involving appearance of
spurious oscillations in one-dimensional stationary convective diffusive problems as well
as in two dimensional domain, applying finite difference methods such as Centered Finite
Difference Method, Finite Volume Method and Upwind Finite Difference Method. It is
performed comparisons situations with diffusion dominant balance between convection
and diffusion and convection dominant flows. For this, the modeling of such problems is
conducted by convection diffusion equation 1D and 2D. The solutions for each case test
problem are obtained equations in a discrete domain equivalent of the physical domain of
such problem. This discretization is based on concepts for finite differences approach for
the derivatives of first and second order present in the equation the nodes of the discrete
domain. The resolution of the discretized equations is on performed using the linear
system Ku = f by Gaussian elimination with implicit approach, the tackled problems has
in stationary regime. After the resolution, is carried on the comparison of the numerical
solutions obtained: the 1D case is find the analytical solution to the proposed problem
, fluid flow in porous flat plate with vertical suction, and compared with the numerical
solution in order to check which method produces better solution with the analytical
approach, and in the case of convection dominant flow is analyzed which method is the
most efficient for the elimination of the spurious oscillations. In the 2D case, as it is not
possible to determine the analytical solution, comparison is aimed in order to check in the
presence of dominant convection and also evaluate which method was able to maintain
the solution with less spurious oscillations.
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Capitulo 1

Introducao

No presente capitulo apresentar-se-a: o contexto atual no que se refere as solucgoes
de problemas convectivos difusivos em estado estacionario, objetivos a serem alcancados,
metodologia de trabalho e a organizacao deste trabalho no que concerne suas etapas de

desenvolvimento.

Até o presente momento, apesar de esforgos de varios pesquisadores de diversas areas
nao conseguiu-se encontrar um método numérico com caracteristicas de eliminar oscilagoes
espurias oriundas de convecgao dominante em problemas convectivos difusivos. Isto nos
leva a estudar determinadas situacoes onde estas condigOes se apresentam, de forma a
propiciar mais uma contribuicao para entender alguns aspectos que norteiam este fato. E

considerado nos casos estudados, o estado estacionario para os mesmos.

Desde a década de 1940, que matematicos e engenheiros tentam de alguma forma
desenvolver métodos numeéricos para resolucao de problemas cuja modelagem é feita por
EDP’s. Varios métodos de diferencas ja foram desenvolvidos, o mais antigo e simples
deles é o método de diferengas finitas (MDF') que desenvolveu-se a partir dos estudos de
Courant, Lewis e Friedrichs, em 1928. A partir da década de 1970, com a solidificacao do
MDF, e a nao solucao de situacoes envolvendo problemas de nao linearidade e presenca de
oscilagoes espurias, desenvolve-se devido a necessidade de lidar com geometrias complexas

o método de volume finito (MVF).

O MVF foi introduzido no campo da dinamica dos fluidos computacionais, na década
de 1970, por McDonald, Mac-Cormack e Paullay. Este método utiliza-se de técnica pela
qual a formulacao integral das leis de conservacao sao discretizadas diretamente sobre o
espaco fisico, com grande vantagem em malhas arbitrarias, onde temos um grande nimero

de opgoes para definir a estrutura do volume de controle elementar para discretizacao das
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leis de conservacao. Sendo sua principal vantagem em relagdo ao MDF a manutencao das

leis conservagao em seu volume elementar.

1.1 Justificativa

A equacao de convecgao difusao que modela os problemas em estudo, neste trabalho,
aplica-se a varias situagoes envolvendo o transporte de uma dada quantidade fisica com
prevaléncia de processos de conveccao e difusdo. Pode-se ter como exemplos: transporte
de fluido através de regioes porosas, dispersao de contaminantes em rios e mares ou mesmo

na atmosfera, entre outras aplicagoes.

O estudo de problemas convectivos difusivos em estado estacionario, com enfase em
situagoes onde a convecgao é dominante sobre a difusdo, tanto numa abordagem unidi-
mensional quanto bidimensional sdo situagodes especificas, onde ndo hé variagdes com o

tempo da propriedade em estudo.

Para se conseguir entender o processo de conveccao difusao em estado estacionario,
discretiza-se esta equacgao e aplica-se métodos numéricos com o intuito de obter solugoes
aproximadas da solucdo fisica do problema. Estas solu¢des podem fornecer condigoes
de verificar como ocorrem os processos de convec¢do em regioes de alto gradiente no
dominio fisico do problema. O indicativo da presenga de dominéncia da convec¢do nestas
regides é representado graficamente por oscilagoes espiirias, que sao grandes variacoes dos

resultados numéricos em determinadas regioes do dominio computacional.

Apesar de haver varios estudos a respeito de situagoes como as apresentadas acima,
em sua grande maioria, estes estudos tratam de problemas transientes onde ha influéncia

da taxa de variagdo de uma dada quantidade fisica em relagdo ao tempo.

Nos problemas envolvidos no presente trabalho, por estar em estado estacionario, ao
se aplicar os métodos de diferenca finita centrada e upwind e de volume finito nos ca-
sos unidimensional e bidimensional as solugoes numéricas devem ser nao dependentes do
tempo o que fornece condigoes de utilizar eliminagao gaussiana para resolugao dos pro-
blemas e deve mostrar, através dos dados numéricos, a capacidade de um determinado
método aproximar a solucao numérica da analitica e de eliminar, senao reduzir, as osci-
lagoes espurias quando ha dominancia da convecgao. Para que este fato ocorra, deve-se
analisar as solugoes numeéricas obtidas pelos codigos implementados em Matlab [1] a fim
de entender o processo de formagao de oscilagoes espurias. O ambiente computacional do

matlab foi escolhido devido sua facilidade de processar em tempo real a solu¢do numérica
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e o processamento grafico no mesmo ambiente.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Inicialmente, faz-se necessario revisar a bibliografia a respeito da origem dos métodos
numeéricos a serem aplicados além da bibliografia referente aos problemas convectivos
difusivos com o intuito de conhecer o estado da arte dos trabalhos até os dias atuais

referentes a esta situagdo problema.

Apos esta revisao, deve-se aplicar a equacdo de conveccao difusao para modelar os
problemas, a fim de obter solugoes aproximadas por métodos numéricos (MDF, MDF
Upwind e MVF) e verificar qual método produzird a melhor solu¢do numérica, ou seja,

aquela que melhor se aproxima da solucao fisica esperada.

Deve-se ainda, obter as condi¢oes numéricas para a reducao de oscilagoes espurias nos
problemas convectivos difusivos com dominancia da convec¢ao a partir da discretizacao da
EDP que modela o problema, aplicar os métodos implementados em Matlab [1] e analisar
os resultados obtidos a fim de concluir sobre a eficiéncia de cada método em reduzir as

oscilagoes espurias.

1.2.2 Qjetivos especificos

1) Utilizar a equagao de convecgao difusdo para modelar os problemas convectivos

difusivos unidimensional e bidimensional;

2) Implementar coédigos escritos em Matlab [1] utilizando-se das técnicas numéricas

de Diferencas Finitas e Volumes finitos em uma e duas dimensoes;
3) Validar estes codigos a fim de comprovar sua consisténcia e estabilidade;

4) Aplicar estes cdigos em problemas convectivos difusivos com o intuito de analisar
0 que ocorre com a equacao de conveccao difusdo para os casos de difusdo dominante,
de conveccao dominante para casos em 1D e 2D e ainda, de conveccao balanceada com a

difusdo, apenas para o caso 1D.

5) Comparar as solugbes numéricas obtidas de modo a verificar qual método é mais

eficiente no trato de solugoes espirias, reduzindo-as na presenca de convecgao dominante.
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1.3 Metodologia e organizacao do trabalho

O presente trabalho estrutura-se de forma a validar o seguinte argumento:

H& mais de trés décadas sabe-se que a solugdo numérica de ambos os métodos (MDF e
MVF) é instével e perde precisdo quando o termo convectivo é dominante (muito maior que
o difusivo). A solugao apresenta oscilagoes espurias que nao correspondem com a solugao
exata do problema. Como alternativa a estes métodos tem surgido varias estratégias
dentro do contexto de diferengas finitas. Por exemplo, os métodos estabilizados do tipo
Upwind. Desenvolver um método numérico cuja solugdo numérica seja estavel e precisa
para este problema continua sendo um grande desafio para os pesquisadores nesta area
do conhecimento. Neste trabalho deve-se realizar estudo comparativo e exaustivo das
vantagens e desvantagens do uso dos MDF e MVF na busca de solu¢oes numéricas para

este problema.

Para realizar este estudo comparativo, procede-se inicialmente, no capitulo 2, uma
revisao biliografica sobre o histérico de cada método e ainda com relacao aos principais
trabalhos ja apresentados que trata de situacoes que envolvam a presenca de convecgao

dominante.

Feita esta revisao, deve-se estudar a equacao de conveccao difusao como a EDP que
modela os problemas apresentados, definindo todas as condi¢bes matematicas necessarias
para a existencia e unicidade de sua solucao. A fundamentacao tedrica sobre as condigoes

de existéncia e estabilidade estao no apéndice B.

Apos isto, discretizar a EDP para obter um sistema de equagoes lineares a partir
da aplicagdo dos métodos de diferenca finita e volume finito. Sendo implementado para
efeito de estudo das condigoes de conveccdo dominante, um problema unidimensional,
que trata da situac¢ao de fluxo de um dado fluido sobre placa placa porosa com suc¢ao
vertical. Para problemas bidimensionais, o estudo sera através da variacao dos coeficientes
de difusao e conveccao para tornar os mesmos altamente convectivos. Estes procedimentos

encontram-se também no capitulo 2

No capitulo 3, sera apresentado a metodologia para os procedimentos de obten¢ao dos
resultados a serem apresentados no capitulo 4 como: construcao do sistema de equagoes
para a resolugdo por eliminacao Gaussiana , analises das solugoes encontradas baseadas
nas condi¢oes de contorno homogéneas de Dirichlet, além de apresentar a construcao dos
blocos do algoritmo utilizado para resolver computacionalmente os problemas implemen-

tados.
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No capitulo 4, aplicar-se-a nesta discretizacao os algoritmos implementados em Ma-
tlab [1] para se obter as solugoes numéricas pertinentes a cada condi¢ao apresentada nos
problemas em estudo, analisando as mesmas com relacao a presenca de oscilagoes espurias.
No caso 1D, verificar a eficiéncia dos métodos em relacao a minimizacao das oscilagoes e
capacidade de aproximacao da solugao numérica para a exata. No casos 2D, comparar as
solugoes encontradas por MDF, MVF e MDF Upwind quando aplicados aos problemas
teste e verificar qual método torna-se mais eficiente na captagao e suavizacao das oscila-
¢oes espurias quando ha dominancia da conveccao e concluir qual método é mais eficiente

no trato das dispersoes e difusdes numéricas tdo comum nestes casos.

E finalmente no capitulo 5, encontra-se as conclusoes obtidas a respeito dos resultados

discutidos e proposta de trabalhos futuros.

No apéndice A encontram-se os c6digos computacionais utilizados para obtencao dos

resultados numéricos deste trabalho.

No apéndice B encontram-se os conceitos matematicos necessarios ao desenvolvimento

tedrico dos métodos numéricos utilizados neste trabalho.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Este capitulo, inicia-se com um breve relato sobre a equacao de convecgao difusao,

seguida de uma revisao bibliografica e formulacao para MDF e MVF, respectivamente.

Para a revisao sobre o MDF utilizou-se as obras: Generalized Difference Methods for
Diferential Equations: Numerical Analisys of Finite Volume Methods. Li et al., Handbook
of Numerical Analisys, Finite Difference Methods and Solutions of Equation in R™ (part
1) - Finite Difference Methods for Linear Parabolic Equation. Thomée, V. e Transferéncia

de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacional, Maliska.

Para o MVF, utilizou-se: Numerical Computation of Internal and External Flows:
Fundamentals of Numerical Discretization. Hirsch, C. e A Recent Development of Nume-
rical Methods for solving Convection-Diffusion Problems. Sukla, A., Singh, A. K., Singh,
P. A.

2.1 Equacao de Conveccao Difusao

Fénomenos Fisicos, sao frequentemente modelados por equacoes diferenciais parciais,
envolvendo quantidades fisicas, tais como forca, momentum, velocidade, energia, tempe-
ratura, etc. Estas equacoes diferenciais parciais raramente tem solugoes fechadas, isto ¢,
explicitas. Alguns problemas fisicos envolvem uma combinacgao de fenémenos de convec-
¢ao e difusdo, sendo que na natureza a difusao ocorre sempre ao lado da convecgao. Tais
fendomenos sdo modelados pela equacao de convecgao difusao onde a solugao numérica de
problemas de transporte de convecgao difusao surge em muitas aplicagoes importantes em
ciéncias e engenharias, tais como transportes de poluentes no ar e em lencgdis freaticos,

fluxo em reservatorio de 6leo, modelagem de semicondutores e assim por diante.
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Do ponto de vista numérico, faz-se necessario reconhecer as caracteristicas da equagao
e/ou sistema de equagdes para que se possa tirar proveito do tempo computacional, ar-
mazenagem de variaveis, e outras vantagens computacionais as quais fazem-se necessarias

para um melhor desempenho computacional e rapida solugdo do problema.

Na sua forma geral a equagao de convecgao difusao é uma EDP parabdlica combinando
a equacgao de conveccao e a equacao de difusdo, que descrevem fenémenos fisicos onde
particulas ou energia (ou outra quantidade fisica) sdo transferidas dentro de um sistema

fisico devido a dois processos: conveccao e difusao.

A equagdo que modelara o problema no seu estado estacionario sera eliptica. Na
discretizacao desta para o dominio €2 a EDP resultard num sistema de equagoes lineares
que devera ser resolvido uma tnica vez através de eliminacao Gaussiana. Este processo
algébrico de mudancga da EDP eliptica para o sistema linear caracteriza um problema de

equilibrio.

"Problemas de equilibrio, sao governados por equagoes elipticas e se os coeficientes
nao forem constantes, as caracteristicas da equacao podem mudar dentro de determinadas

regides do dominio de defini¢do do problema (Anderson [2])."

Resolver uma EDP significa determinar uma fun¢ao u que seja solugdo da EDP e que
satisfaca as condigoes inicial e/ou de fronteira para o problema. A EDP (equagao de con-
vecgao difusdo), para o caso 2D, ndo tem solugdes exatas (analiticas) assim procedimentos
numeéricos deverao ser usados para encontrar uma solugao aproximada. A aproximagao é
realizada por valores discretos das variaveis independentes e o esquema de aproximacao é

implementado através de métodos numéricos.

A equagao de convecgao difusao é uma EDP resultante do acoplamento da equacao

de conveccao com a equagao de difusdo.

ou ou ou

ou

ou  —
a—z+b-Vu=v-(VV)u+f (2.2)
As equagoes (1.1) e (1.2) representam a forma geral da equacao de convecgao difuséo,

u
at>

espécie para transferéncia de massa, temperatura para tranferéncia de calor, etc.). Se u

onde inclui-se o termo transiente sendo u a variavel de interesse (concentracao de
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nao depende de t entdao a equagao (1.1) pode ser escrita como:

VYt b -Vu=f (2.3)

Onde u é uma fungdo suave dependente geralmente do tempo (t), para problemas
transientes, e de varidveis espaciais (x, y, e z) no dominio Q C R? b um campo escalar,
v uma constante de difusividade (para massa ou transferéncia de calor) ou viscosidade

(para fluidos) e f um termo fonte.

Para problemas convectivos difusivos em estado estacionario, o modelo convectivo

difusivo consistird em encontrar uma funcio escalar u tal que,

—kAu+v-Vu=f, em 2 (2.4)

Sendo u neste caso, uma funcao a ser determinada dependente apenas das variaveis
espaciais no dominio €2, k uma constante positiva que pode significar coeficiente de visco-
sidade (ou difusividade),v é o campo velocidade, f é uma fungao fonte (termo fonte) e Q é
um aberto regular do R™, com n = 1, 2. Assumir que o campo velocidade v serd constante
por partes dentro de uma particio do dominio nas consideracoes e analises subsequentes,

além de adotar condigdes de fronteira do tipo de Dirichlet.

A fundamentacao tedrica para se criar as condi¢oes de existéncia da solucao desta
equagao e os critérios para consisténcia e estabilidade dos métodos, encontra-se no apén-

dice B - Conceitos Matematicos.

Nos estudos envolvendo problemas convectivos difusivos com convecgao dominante,
procura-se desenvolver métodos que tornem a dispersao e difusao minima, levando em con-
sideragao a robustez do método e o custo computacional quando os mesmos sao aplicados

em sistemas lineares extremamente grandes provenientes de problemas fisicos complexos.

Pode-se definir dispersao numérica como a capacidade de um determinado método
numérico em gerar oscilagoes na solucao aproximada e difusao numérica define-se como
resultado da tendéncia de suavizagao ou amortecimento de gradientes ou descontinuidades

na solugdo exata de um dado problema (Anderson [2]).
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2.2 O Método de Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas é particularmente preferido para resolugao de equagoes
hiperbdlicas, principalmente as quase-lineares as quais admitem solugoes descontinuas. As
principais caracteristicas deste método sao:

- Erro consideravel nas aproximagoes de curvas em malhas retangulares;

- A falta de uma abordagem comum e eficaz para tratar condi¢does de contorno naturais
e internas;

- Dificuldade de construir um esquema de diferencas com alta precisdao, a nao ser que se
permita uma maior relagao entre os pontos nodais que por sua vez aumenta ainda mais a

dificuldade em lidar com condigoes de contorno (Li [3]).

Sendo MDF um método universal e muito eficiente para a resolugao de EDP s, seu
desenvolvimento inicial foi por volta da década de 40 do século passado, tendo um grande
impulso no inicio dos anos 50, isto devido a sua simplicidade e facilidade de implementagao
em computadores com varias arquiteturas. Seu uso nao fica restrito a discretizacao de

problemas em malhas regulares e estruturadas (Li [3]).

Em 1953, R. H. Macneal usou método de interpolagao integral (ou balango integral)

para estabelecer esquemas de diferencas para lidar com malhas nao estruturadas (Thomée
[4])-

A histéria do método de diferencas finitas para equacoes diferenciais parciais, é relati-
vamente curta, comegando apos a fundamentacao teérica do artigo de Courant, Friedrichs
e Lewy (1928), sobre solugoes de problemas em Fisica Matemética aplicando MDF. Apds
a Segunda Guerra Munidal houve um grande progresso tedrico possibilitando a aplica-
¢ao pratica deste método com o uso de computadores. Neste contexto um dos trabalhos
aplicados mais importantes foi de von Neumann parcialmente registrado em O’Brian,
Hyman e Kaplan (1951). Para equagoes parabdlicas um dos destaques da teoria inicial
foi o célebre artigo de von Neummnn (1952) o qual serviu de base para vérias pesquisas

posteriores (Thomée [4]).

A idade de ouro para MDF foi durante os anos de 1950 e 1960, onde as maiores
contribuig¢oes foram dadas por: Douglas, Kreiss, Lees, Samarskii, Widlund. Ao final deste
periodo a teoria para resolucao de problemas de valores iniciais tornou-se razoavelmente
completa e bem desenvolvida, sendo essencial para a resolu¢ao de problemas mistos de
valor inicial e de fronteira em uma dimensdao. Para problemas multidimensionais com

dominios gerais a situagao foi menos satisfatéria em parte porque o MDF aplica a solugao
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em pontos da malha uniforme, que nao necessariamente se adequa ao dominio da EDP.

Varios livros tratam do MDF para problemas parabdlicos, tais como Richtmyer e
Morton (1967); Samarskii e Gulin (1963) (Thomée [4]).

Até a década de 1970, tinha-se o MDF empregado na area de fluidos, mas sem habili-
dades para tratar geometrias complexas, pois historicamente o MDF sempre foi empregado
na area da mecanica dos fluidos, diferentemente do MEF que foi criado para aplicagoes
na area de mecanica dos sélidos para solucao de problemas de elasticidade. Do ponto de
vista fisico estes problemas sao extremamente distintos, pois os de escoamentos (tratados
com MDF) sao altamente nao lineares, envolvendo equagoes de Navier-Stokes, enquanto
que os de elasticidade nao possuem termos convectivos assemelhando-se a problemas pu-
ramente difusivos, como por exemplo de transferéncia de calor, possuindo caracteristicas

lineares ( Maliska [5]).

O Método de Diferencas Finitas substitui todas as derivadas e outros termos de uma
EDP por aproximacoes, assim um esquema de diferengas finitas é criado pelo qual obtém-
se a solucao aproximada da EDP. Este método depende fundamentalmente do Teorema
de Taylor, e ainda substitui a regiao sobre a qual a variavel independente na EDP foi
definida por uma malha de pontos onde aproxima-se a variavel dependente. As derivadas
parciais na EDP em cada ponto da malha serao aproximadas por valores vizinhos usando

o Teorema de Taylor.

Este método é muito simples em sua definicao e razoavelmente facil de implementar.
Sendo particularmente atraente para regioes de dominio simples, tais como retangulo, e
quando malhas uniformes sao utilizadas. As matrizes resultantes dessas discretizagoes
sao sempre bem estruturadas, o que significa que sao constituidas basicamente de poucas

diagonais nao-nulas.

2.2.1 O Teorema de Taylor

Segundo Courant [6], dado u(z) com n derivadas continuas no intervalo ]a, b[, entao

para a < xg, o + h < b, tem-se:

Uy (T0) bt hn—lw + O(h™) (2.5)

1) = (o) + s o) + 1220 (n - 1)

A interpretacao usual do Teorema de Taylor diz que se conhecendo o valor de u e os
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valores de suas derivadas no ponto zy entdao pode-se obter o valor aproximado de "u'no
ponto xy + h. Desconsiderando o termo O(h™), truncando o lado direito da expressao
obtém-se uma aproximagao para u(xy + h) sendo o erro, nesta aproximagao, igual a

o).

Em Diferencas Finitas, deve-se conhecer o valor de u nos pontos da malha e substi-
tuir as derivadas parciais da EDP para resolver por aproximacao nestes pontos. Assim
interpreta-se (2.1) de forma a fornecer a discretiza¢ao da solugdo nos pontos internos da
malha. No MDF ambos ¢ e zo + h sdo pontos da malha e u(zg) e u(zo+ h) sdo solugdes

discretas conhecidas com erro de O(h™).

Seja uma funcao v de classe C* nas vizinhancas de z, tem-se a seguinte férmula de

Taylor:
du  h*d*uv  R*dPu  h*d*u
h) = h— 4 —— 4+ ———— 4+ ——— 1+ O(h°
(@ +h) = u(r) + dx+ 2! dz? + 3! da3 + 4] dat +0()
du hd*u h?>du
u(x+h) —u(z)=nh %—1—5@—!—?@4-
e+ ) (e _du A
h dx o 2'dx? 0 3! dad
assim,

du  u(z+h)—u(x) hdu bB*dPu

dr h Ndr?2 3 dg3

Admitindo-se um erro de truncamento com precisao de 1* ordem, vem:

du  u(x+h) —u(x)

o= - +O(h) (2.6)

Substituindo h por -h, tem-se:

du  R2d?u  RPdPu Rt d*u
)y B B
u(z — h) = u(z) dx * 2V dx? 3! da? * 4! dx? ()

du hd*u h®d%u

u(x —h) —u(z) = —h %‘i‘g@_?%_'_
we =) —ule) _du by B
—h Cdx 21da? 3! dad

assim,
du  u(x)—u(x—h) hd*u h*d*u

dr I T a2 T 3ds

obtém-se a aproximacao da derivada primeira com precisao 1¢ ordem, logo:
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du _ u(z) —u(z — h)
dx h

+O(h) (2.7)

Subtraindo a equagao (2.3) da equacao (2.2), desconsiderando a notacdo O(h) e acres-

centando os termos da série de Taylor, tem-se:

du d®u h?
du  d*u h?
“@*h)—“(x—h):%[dﬂdm+"‘]

u(x+h)—u(x—h)_d£+@ﬁ+
2h ~dx da? 3

assim,

dr 2h dr3 3!

Para um erro de truncamento da ordem O(h?) a igualdade acima ficara:

du u(z+h)—ulx—h) ld3uh2 1

du  u(x+h) —u(x — h)
— = O(h? 2.8
- o7 +O(h7) (2.8)
Com relagao a aproximagao para a derivada segunda, procede-se partindo da expressao
que indica a aproximacao centrada para derivada de primeira ordem, recolocando os

termos truncados.

du  u(x+h) —u(z —h)

au 2

iz oh +O(K)
B _ ) e —h) by R
dr h 21dz?2 3! dad

Substituindo na expansao de Taylor para u+h:

() —u(x —h) hd*u h*du ] h?d*u  h3d3u  htdu

u
h) = u(z)+h SCLRCAI G Y LG
wwth) = ulz)+ h 2 de? 3 da? T ar TR W

Na expressao acima, simplifica-se os termos de ordem impar.

w(x+h) —u(x—h) d*uh® duh?

u(a:+h):u(x)—|— 9 +@E+@E+ =
B w(z + h) —u(z —h) d>u 1 duh? 5

— 40

(h)
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u(@+h) —u(z—h) _[dul +@hj+... (h?)

(@ +h) —u(w) - 2 de2 2! ' dxt 4!

Reduzindo os termos semelhantes no primeiro membro da igualdade e dividindo a

igualdade por h?, tem-se:

d*u u(z+h) —2u(x) + u(z — h) 9
gl 2 + O(h?) (2.9)

Aproximando a derivada primeira de uma fungao u(%) no ponto z(7) através das equa-
goes (2.2), (2.3) , (2.4) e (2.5), desconsiderando as ordens de aproximacao e substituindo
h por dz que indicara a distancia entre os nés da malha a qual a solugdo aproximada se

refere, estas equagoes serao ditas:

Aproximagao avangada (forward) de 1* ordem.

du  u(i+1) —u(i)

o 2.10
dz h ( )
Aproximagao atrasada (backward) de 1% ordem.
du (i) —u(i—1)
— = 2.11
dx h ( )
Aproximacao centrada de 2% ordem para derivada primeira.
du  u(i+1)—u(i—1)
— = 2.12
dz 2h (2.12)
Aproximacao centrada de 2* ordem para derivada segunda.
d*u _ u(i +1) — 2u(i) + u(i — 1) (2.13)

dx? h?

A representagao geométrica dos pontos discretizados para a solugdo do problema é

dado pelo stencil unidimensional abaixo:

W P E
O il - 8- s J & 2
0 1 i-1 1 i+l N N+1

Figura 2.1: Malha unidimensional

Utiliza-se raciocinio analogo aos procedimentos acima, para obter aproximacoes avan-

cada, atrasada e centrada para as derivadas da funcao u, quando for o caso de resolver o
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problema num dominio bidimensional.

. ~ 7. , e 2 2
Se a aproximacao por série de Taylor é utilizada para os termos % e % do
1 2

operador Laplaciano e para os termos % e a(ig) do gradiente usando um tamanho de

malha igual a hy para x; e hy para o, a aproximacao para Au e Vu serd dada por:

Aproximacao avancada de 1% ordem.

Ay g M1+ D, :z:;) +uzn, za) | (@2 + h}? + u(®1, 72) (2.14)
1 2

Aproximacao atrasada de 1* ordem.

(1, z2) + u(zy — hy, xa) n u(xy, z2) + u(xy, z9 — ha)

Au =~ 2.15
u hl hg ( )
Aproximacao centrada
Au ~ u(zy + hy, x2) — u(xy — hy, x9) N w(zy, xe + ho) — u(xy, x5 — ha) (2.16)
2h1 2h2
Aproximagao centrada para Operador Laplaciano.
Au ~ u(zy + hy,x2) — 2u(x;, x9) + u(xy — hy, 29 N
hi
u(wy, vy + hy) — 2u(x1, T2) + u(z1, T2 — ho
2 (2.17)

No caso particular de malha quadrada regular, temos hy = ho=h, a aproximacao para

o Laplaciano sera dada por:

1
Au ~ ﬁ[u(xl + h,xo) +u(zy — h,x2) +u(xy, xo+ h) +u(xy, 29 — h) — du(zq, 22)] (2.18)

A dependéncia destas derivadas para valores de u nos pontos envolvidos nas aproxi-

magoes sao representadas pelo stencil ou molécula discreta, abaixo:

|, jT+1

!-1.-’ Iri I+!"I

1 ij=1

i [ B il

Figura 2.2: Malha bidimensional
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A aproximacao centrada fornece uma melhor aproximagcao do que a avancada (forward)
ou atrasada (backward), por ser de 2* ordem tendo uma precisao de ordem O(h?), en-
quanto que a precisao para avangada ou atrasada é da ordem de h, ou seja, O(h?) < O(h).

IT ra diferen rogressiva ou regressiv rdem) é aproxim mente igual a:
O erro para diferenca progressiva ou regressiva (1? ordem) é apro adamente al a

e=+———(§)h =O(h) (2.19)
onde zog < { < xgt+houxy—h <& .

Para diferencga centrada de 1* ordem, tem-se um erro de aproximacao dado por:

1d%x

— e = 00 (220)

€ =

para algum xg — h < € < 29 + h. Agora considerando uma aproximagao centrada para a
derivada segunda de u em z(, tem-se o seguinte erro:

1 d*z

S ©m = o) (221

€ =

para algum xog — h < & < xp + h.

Define-se o esquema com aproximacao avangada ou atrasada (esquema Upwind) como
aquele que utilizara aproximacao avancada ou atrasada de 1* ordem para o termo convec-
tivo e aproximacao centrada de 2* ordem para o termo difusivo. Este esquema ¢ valido
tanto para problemas com dominio unidimensional quanto bidimensional. No caso do uso
do esquema Upwind, o método tera introducao de falsa dispersao numérica e este fato ira

gerar uma maior suavidade na obtencao das solugoes aproximadas.

2.2.2 Diferencas Finitas 1D

Considerando o esquema para equacao de conveccao difusao 1D, o problema podera
ser representado por:
kd2u n du
— w— =
dx? dx

onde k é o termo difusivo constante e w o campo escalar de velocidade.

f(z), 0<z<l1 (2.22)

Com condigoes de contorno de Dirichlet: w(0) =1 e u(l) =0 ouu(0) =0eu(l) =1

Para a discretizacao do problema, considera-se duas abordagens distintas. Inicial-
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mente discretiza-se o problema aplicando o método de diferengas classico, onde u” serd
aproximado pelo esquema centrado de 2 ordem e u’ pelo esquema centrado de 1* ordem.
A equacao de convecgao difusao discretizada utilizando-se as fungoes de interpolacao de-
finidas pelas equagoes (2.9) e (2.8),onde adota-se h = Deltax = Deltay, serd dada por:

u(i+1) — 2u(i) + u(i — 1) N wu(i +1)—u(i —1)

-k A 2 2Ax

= f (2.23)

Apos a discretizacao da equagao, pelo esquema de diferencas finitas centradas, pode-se
resolver computacionalmente através de eliminacao Gaussiana. Neste processo de resolu-
¢ao por eliminacdo de Gauss, a equacao discretizada serd transformada em um sistema
de equacoes lineares da forma Au = f, onde a matriz dos coeficientes sera tridiagonal

esparsa, conforme observamos abaixo:

Matriz Tridiagonal referente ao sistema Au=f
T T T

e e
LI
oo
e 0o
10+ LI )
oo
s 00
LI )
e oo
15 LI
oo
e oo
LI )
oo
20 LRI
LI )
LK)
e oo
oo
25 e e
e 00
LI

nz =82

Figura 2.3: Matriz esparsa tridiagonal

Esta matriz foi construida para uma malha com n = 30 nds. Pode-se observar que o
numero de elementos nao-nulos é muito inferior ao total de elementos da matriz do tipo
(n —2)% x (n — 2)?. Assim, tem-se uma grande vantagem, pois h4 um ganho no custo

computacional para o calculo da solu¢ao do problema através deste método.

No caso da opc¢ao pelo esquema Upwind, segundo Leveque [7], deve-se alterar a fungao
de interpolagao do termo convectivo para esquema atrasado (backward) caso o valor do

campo de velocidade seja positivo e esquema avangado (forward) caso seja negativo. Deste
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modo a equagao de convecgao difusao tera sua discretizacao alterada na forma:

uw(i +1) — 2u(i) + u(i — 1) N wu(i + 1) —u(i)

-k Az? Az

—f (2.24)

ou

(i +1) — 2u(i) + u(i — 1) u(i) —u(i —1)
—k - pu B (2.25)

O erro de aproximacao para o esquema de diferencas finitas 1D dependera do tipo de
esquema adotado pois, esquemas de diferencas centrais sdo mais precisos que os esquemas
de aproximacao avancado ou atrasado devido ao erro de truncamento na série de Taylor,
onde para os esquemas centrais ¢ da ordem de O(h?) e para os esquemas avancado ou

atrasado é da ordem de O(h), sendo a precisao proporcional a ordem do erro.

Com relagao a dispersao e difusao numérica, os esquemas avangado e atrasado inserem
uma difusdo muito maior que os esquemas centrados, gerando uma maior suavidade nas

solugoes obtidas por métodos Upwind.

2.2.3 Diferencas Finitas 2D

Serd utilizado um dominio fisico bidimensional, traduzido em termos de Q C R?. Na
discretizacao da equagdo de convecgao difusdo, utilizar-se-4 as equagoes (2.12) e (2.13) de

modo que:

Az? Ay?
u(i+1,7) —u(@—1,7)  u(,j+1)—uli,j—1)]
o + o ~f (2.26)

A matriz dos coeficientes no caso 2D, serd pentadiagonal esparsa. Do mesmo modo
que para o caso 1D, a estrutura desta matriz reduz custo computacional, quando se aplica

os métodos de resolucao direta, como o utilizado neste estudo.
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NN
SN
RS

Figura 2.4: Matriz Pentadiagonal

Para este tipo de discretizacao do problema convectivo difusivo, pretende-se ter uma
precisao de segunda ordem nas solugoes encontradas para os varios casos estudados. Isto
significa que a taxa de convergéncia deste método é da ordem O(h?), o que ird levar a

uma razoavel convergéncia para a solucao exata do problema.

Do ponto de vista do esquema de diferencas Upwind, o que deve ser alterado na
estrutura algébrica do esquema (2.22) é o esquema central de segunda ordem do gradiente

de u, pelo esquema avancado ou atrasado.

i, lU(H L) = 2u(i, j) + u(i — 1,7) N u(i,j+1) —2u(i,j) +u(i,j — 1)] N

Az? Ay?
u(i+1,7) —u(i,j) u(i,j+1)—u(i,j)|
wl o~ + A; 1 —f (2.27)
ou

u(i+1,7) —2u(i, j) +uli —1,7)  u(i,j+1) —2u(i,j) +uli,j—1)
" [ 2 ‘ s ] n
u(i,j) —u(i—1,5)  u(i,j)—u(i,j—1)]
w [ Az + Ay 1 =f (2.28)

Estes esquemas possuem as mesmas caracteristicas ja citadas anteriormente (esquema

1D), e sera considerado ainda a capacidade do método ser estével e consistente para a
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solugdo numérica, admitindo-se que u seja uma fungdo continuamente suave ou suave por

partes, em todo o dominio €.

2.3 0O Método de Volume Finito

O MVF foi aparentemente introduzido no campo da Dinamica dos Fluidos Numérico
independentemente por McDonald (1971) e Mac-Cormack e Paullay (1972) para a solugao
de equacgoes de Euler dependente do tempo em duas dimensoes e extendido por Rizzi e

Inouye (1973) para fluxos em trés dimensoes (Hirsch [8]).

O nome Volume Finito, refere-se a técnica pela qual a formulagdo integral das leis
de conservacao sao discretizadas diretamente sobre o espaco fisico. Pode ser considerado
como MDF aplicado a forma diferencial conservativa das leis de conservacao, escrito em
coordenadas arbitrarias ou, como uma variante da formulacio fraca destas mesmas leis

(Hirsch [8]).

Este método leva grande vantagem em malhas arbitrarias, onde tem-se um grande
numero de opcoes para definir a estrutura do volume de controle elementar para discreti-
zagao das leis de conservacao. Modificando a forma e a localizacao do volume de controle
associado a pontos da malha, bem como variando as regras e precisao para calculo dos

fluxos através das interfaces, tem-se uma consideravel flexibilidade para o MVF (Hirsch
[3]).

Nos problemas com convec¢ao dominante, o MDF produz instabilidades. Esse e ou-
tros problemas similares, que podem ter uma explicacao fisica adequada para o seu nao
funcionamento, motivaram pesquisadores a implementar e aprimorar o método de volu-
mes finitos (MVF), cuja diferenca principal em relagdo ao MDF estd na forma de abordar
o problema discreto, pois deixa-se de implementar a discretizacao das EDP’s através dos
nos das malhas para obtencao de equagoes aproximadas através do balangco de conserva-
¢do de uma dada quantidade fisica no volume elementar. Esta formulagao geral decorre
da necessidade de obtermos uma discretizagdo direta da forma integral das leis de con-
servacao afim de garantir ao nivel discreto que quantidades fisicas bésicas como massa,
energia e momentum sejam conservadas, o que torna necessario a observagao das caracte-
risticas fisicas de cada termo a ser considerado na equagao diferencial levando a obtenc¢ao

de métodos mais robustos.

O MVF é um método numérico popular para a solugdo aproximada de EDP’s e se

comparado com o MDF| possui as seguintes vantagens:
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1. Discretizacao espacial flexivel, permitindo condi¢oes da malha acomodar-se a fron-
teiras irregulares reduzindo erros oriundos da geometria do dominio e realizar re-
finamento local melhorando a resolugdo em regides potencionalmente interessantes

para o estudo.

2. H&4 conservagao das propriedades fisicas quando aplica-se as leis de conservacao a
duas células vizinhas com fronteira comum, sendo o fluxo total de uma quantidade

fisica saindo de uma célula e entrando na adjacente constante.

No artigo “A recent development of numerical methods for solving convection-difusion
problems, Sukla et al.”, tem-se uma visao mais autal de situagdes envolvendo problemas

convectivos difusivos cujos métodos numéricos aplicados sao MVF ou elementos finitos.

Os autores, através de revisoes bibliograficas de varios trabalhos apresentados entre

2007 a 2011, em jornais de referéncia, apresentam varias situacoes, tais como:

1. Problemas convectivos difusivos em varias dimensoes;

2. Problemas convectivos difusivos lineares e nao lineares;

3. Problemas convectivos difusivos estacionédrios e nao estacionarios;
4. Problemas convectivos difusivos singularmente pertubados;

5. Problemas convectivos difusivos com convecgdo dominante.

Dentre estas situacoes, as de maior interesse neste trabalho correspondem aos itens 3

e b, assim, sera feito um pequeno comentario a respeito destas.

No caso de problemas convectivos difusivos estacionarios, tem-se quatro trabalhos que
abordam este tema.
Em 2008, A. L. Rocca e H. Power com o artigo a double bondary collocation Hermitian
approach for the solution of steady state convection difusion problems, no qual os autores
discutem sobre a implementacdo de um novo método de colocagao de dupla fronteira em
malha livre.
Em 2009, Hoa Nguyen et al. apresenta um artigo que aborda a resolu¢ao de problemas
estacionarios com convecgdo dominante em malhas anisotropicas, onde obter a solugao
exata para a equacgao de convecgao difusao torna-se um desafio devido ao aparecimento

de camadas limites ! quando a conveccio torna-se dominante. Para resolver este problema

1830 pequenas regides contidas no dominio numérico da equacio que modela o problema, onde as
solugoes numéricas possuem elevados gradientes oriundos dos valores das derivadas, gerando com isso
oscilagoes espiirias nestas sub-regides.[9]
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desenvolveram um algoritmo de malha adaptativa para otimizar o alinhamento da malha
com a solu¢ao numérica.

Em 2010, Flavius Guia, no artigo Direct simulation of the infinitesimal dynamics of semi-
discrete approximations for convection-difusion-reaction problems, apresenta um estudo
sobre um esquema para solucoes aproximadas pelo processo de salto de Markov.

E por fim, em 2011, N. Ahmed et al., no artigo Discontinuous Galerkin time stepping with
local projection stabilization for transient convection-difusion-reaction problems discutem
os erros de estiamtivas apds discretizacao somente no espaco através do MEF continuo e
no tempo pelo método de Galerkin discontinuo, onde os testes numéricos confirmam os

resultados teodricos.

Para a situacao de problemas com convecg¢ao dominante, os artigos tratam da questao
até a presente data nao solucionada a contento de eliminar, senao reduzir a presenca de
oscilagdes espurias. Em todos, a abordagem utilizada foi através da aplicacao do MEF a

fim de obter solu¢des com minimizacao de oscilagoes espurias.

Uma desvantagem do MVF em relacado ao MDF é que nao ha uma teoria de facil
acesso, como por exemplo no que diz respeito a precisao formal do método. Para uma
malha cartesiana uniforme, o MVF podera ser considerado como MDF permitindo analises

baseadas na série de Taylor [10].

2.3.1 A Forma Integral

O principio geral por tras da derivagao das leis de conservagao implica em que a taxa
de variacdo de u dentro de um volume V no dominio 2 mais o fluxo de u através da

fronteira 052 seja igual a taxa de producdo de v no interior do volume V, (Peir6 [11]).

aat/vudV—i—/Af(u) ndA [ sav =0 (2.29)

Sendo esta forma de representacao denominada forma integral da lei de conservacao, onde

f(u) representa o somatério dos fluxos convectivo e difusivo e S indica o termo fonte.

A equacado (2.29) é a representagdo matemadtica para este principio com uma abor-
dagem genérica para as leis de conservacao, onde consideraremos um volume fixo (isto é,

independente do tempo t), com condi¢oes adequadas de suavidade para u.

Aplicando o teorema de Green em (2.29):

/VV~de:/Af-ndA (2.30)
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obtém-se entao,

ou

/ LV fu) =S| dv =0 (2.31)

ot
Sendo que para a igualdade ser satisfeita, tem-se:

0

a:f +V - f(u)—S =0 (2.32)

Este resultado denomina-se forma diferencial ou forte [12].

Para os estudos realizado neste trabalho, sera utilizado o método de volume finito

classico.

2.3.2 Volume finito 1D

A partir do exposto acima e partindo da forma diferencial, também denominada forma

forte, para a equacao que modela o problema convectivo difusivo 1D:

Obtém-se entdo, a forma integral para a equacao (2.33):

—/dx< >dQ pw/—ds-/fdQ

Integrando a equacao acima sobre um elemento de volume, tem-se:

K"f% - (—’ffﬁuﬂ + (), — (), = 1.

sendo e e w subindices que indicam as interfaces do elemento de volume finito.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

A equacgao discretizada serd obtida através de uma malha de trés pontos, mostrada

na figura 2.5:
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Pontos discretos Fronteira dos
volumes

Volume de
controle

Figura 2.5: Malha para volume finito 1D

Onde, Az indica as distancias dos nodos W e E ao nodo P.

du : ~ : du _
Representando 9% por aproximacoes lineares por partes de u, (%)e = (ugp — up) e

du o . . ~ YT
(%)w = (up — ug), o termo convectivo por aproximagoes que representam o valor médio
do fluxo na interface do volume elementar, u. = 5 (ug + up) € u, = 3(up + uw), pode-se

escrever a equacao discretizada conforme abaixo:

Ax — Az, + ipwe(uE +up) — ipww(up +uw) = f (2.36)
onde:
k 1
WS T A, 2™ (237
k 1
W= T g, T (23
k 1 k 1
_ [ 1 L 2.
o ( Az, 2’”"’) ! < Az, 2’)%’) 29

sao os coeficientes das diagonais nao nulas da matriz dos coeficientes K.

Logo:

awuw — apup + agpup = f (240)

Ku=f (2.41)

A equacao 2.41 representa o sistema linear tridiagonal resultante da discretizacao da

equacao diferencial.
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2.3.3 Volume Finito 2D

Nesta secao sera desenvolvido a equagao discretizada para o problema 2D. Para isto

aplica-se o Teorema de Green na forma integral na equacao de convecgao difusao:

0 (0ou 0 (0u 0 0
L [% <&C> 2 (ayﬂ + 50 (030) 4 - (o) = f (2.42)

Onde z, y sao varidveis espaciais, u(z, y) é a varidvel dependente (concentragdo de um

quantidade fisica [kg/m?]) e @ é o vetor velocidade do fluxo de u sobre as fronteiras do

volume V, [m/s].

Assim,

—k / /Q AudQ + pi / /8 Vud(99) = / /Q FdQ (2.43)

Aplicando o Teorema de Green na parcela indicativa do termo convectivo:

—k//ﬂAudQ—irpQ]gVuds — //QfdQ (2.44)

A figura 2.6 representa um volume elementar numa malha bidimensional para um

stencil de 5 pontos similar ao do MDF.

E P :
ij[i : L./ SR L ie oL :
: ! :

Figura 2.6: Malha para volume finito 2D

Deve-se agora integrar a equagao 2.44 sobre um volume unitario V, de tal modo que
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V seja uma particao do dominio 2 C R?. Ao considerar p = 1 e as componentes de &, w,

e wy igual a w constante, tem-se que:

T e e P

(2.45)

Considerando o volume V como uma regiao quadrangular cujos lados passam pelos

pontos médios entre os nodos W, N, E. S, conforme figura (2.6), tem-se:

—k;/ / [u + u] dxdy —i—w?{quds = /sn /: fdxdy (2.46)

Desenvolvendo a equagao (5.18), chega-se a forma discretizada para a equagdo de

conveccao difusao, conforme abaixo:

K k Ag“)e _ (-kﬁl?i)i [( K A?i)n _ (—@A?Z)j + [(pwAu), — (pwAu), ]

+(pwAu), = (pwAu) ] = Al(fe = fuw) + (fu = )]

Considerando A, = A, = A4,, = A, = A e 4 como o fluxo médio na fronteira do volume

V e dividindo a equacgao acima por A:

() ()48 - (o) mmiom:

+ [(pwﬂ)n - (pwﬂ)s] = (fe - fw) + (fn - fs)

Substituindo as derivadas e o valor médio de u por suas respectivas funcoes de inter-

polacao linear:

Qu i — iy OU Uiy — Uiy (2.47)
0T w Ax Ore Az
Ou _ wigen —uiy o Ou Uiy — Ui (2.48)
al’n Ay al‘s Ay
oo Wimg Tt U Uit Ui (2.49)
w 9 € 2 .
i, — ug+12+u] e u,— “a+2“al (2.50)

Tem-se, entao:
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(b gt — (b 5) (b ) — (b)) 251

i, FUit1,5 i—1,5+Wi,j +u +
_I_ <pwxeuz,j+;1+1,] _pwzwuv 1,]2+u1,]) _|_ (pwynu13+1 Uj 4 pwysuvj Uq,j— 1) — f

Logo, considerando kx, = kx,, = ky, = kys = k e wr,, = W) = WYy = WYs = W

k 1 k 1 k 1 k 1
Km " W) " (m; B zp“’) N <Ay * zp“’> " (Ay B pr)] i

-k 1 -k 1 -k 1
<Ax + p“’) Uittt (Aa: - 2'“") tistg <Ay * 2“") tigt1

-k 1
+ (Ay - 2PW> Uij1 = [ (2.52)

O esquema adotado sobre malha cartesiana para gerar o resultado acima é dito “es-
quema central”. O método de volume finito central portanto leva a uma precisao de

segunda ordem numa discretizagao espacial sobre esta malha.

Assim como no MDF as matrizes dos coeficientes para a solucdo de Au = f serdo
esparsas, tridiagonal no caso 1D e pentadiagonal no caso 2D, conforme pode-se visualizar

abaixo.

Mt Tktagonl rfearts 20 sstorss At

8 3 8 s & 8 3y =

Figura 2.7: Matrizes esparsas Tridiagonal e Pentadiagonal

Os erros locais e globais devido ao processo de discretizagdo da solucao, indicam o
quanto dista a solu¢ao numérica da solucao exata. Estes erros denominam-se erros de
truncamento, que podem ser determinados aplicando uma expansao da série de Taylor da
funcao no entorno de um dado ponto para obtermos as expressoes numéricas das derivadas

do operador diferencial, conforme verificados nas equagoes 2.47, 2.48, 2.49 e 2.50.

Com relagao a questao de convergéncia da solu¢do numérica para a solugdo exata
do problema, segundo o “Teorema de Lax”: Consisténcia e estabilidade sdo condicoes

necessarias e suficientes para a convergéncia. Em outras palavras, a solucdo numérica
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estavel converge para a solucao analitica da EDP, quando a malha é refinada. Este fato
ocorre quando o método numérico se mantém estavel, independetemente de se alterar

dados iniciais, condigoes de contorno ou mesmo realizar o refino de malha [8].



Capitulo 3

Metodologia

Neste capitulo serd apresentado a metodologia utilizada para realizar os estudos rela-
tivos aos problemas unidimensional e bidimensionais propostos para o estudo de situagoes
onde ha dominancia da difusao, balanceamento de difusdo e convecgdo e dominancia da
convecgao dentro das condigdes imposta por cada problema teste e consequente apareci-

mento de oscilagoes espurias nas solugoes obtidas pelo métodos numéricos aplicados.

Apos o estudo e levantamento das condigoes atuais sobre os possiveis métodos uti-
lizados para resolucao numérica de problemas convectivos difusivos, parte-se para a im-
plementagao de cédigos em Matlab [13] aplicando-se técnicas de diferengas, MDF, MDF
Upwind e MVF. Esta implementacao resulta em codigos para resolver o problema teste
unidimensional e problemas testes bidimensionais, através do método implicito de eli-
mina¢ao Gaussiana a fim de gerar resultados numéricos, tais que a partir da andlise do
aparecimento de oscilagoes espiirias pode-se concluir qual o melhor método, dentro dos

implementados, para a minimizacao das mesmas.

3.1 Problema Unidimensional

No caso do problema teste "Placa plana porosa com sucgao vertical'para efetuar a
modelagem utiliza-se equagoes de Navier-Stokes e a equagdo da continuidade, sendo ini-
cialmente um problema bidimensional, onde apoés aplicar as condigoes iniciais e as de
contorno, a equacao obtida torna-se dependente apenas de uma dimensao, assim passa-se

a ter um problema unidimensional.

Realiza-se a implementacao de cédigos escritos em Matlab [13] através de técnicas

numéricas de Diferencas Finitas e Volumes finitos em uma dimensao, com o objetivo de
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apos discretizar a equacao de convecgao difusao 1D, aplicar estes algoritmos e analisar o
que ocorre nos casos de difusao dominante, convec¢cdo dominante e convecgao balanceada

com a difusao.

Sabe-se que para o caso de convec¢ao dominante, é natural o aparecimento de oscila-
¢Oes espurias nos resultados graficos referentes a resolucao dos problemas pelos métodos,
deste modo um dos processos a realizar para tentar reduzir estas oscilagoes sera o refino
de malha. Este processo consistird de para cada método numérico, manter constantes
todos os dados numéricos pertinentes ao problema fisico e aumentar os nimeros de nodos

de forma que o raio médio da malha tenda a zero.

Para realizar o estudo em questao, deve-se escolher trés fluidos de tal forma que o
primeiro promovera uma situacdo de dominancia da difusdo, o segundo a situacao de
equilibrio entre difusao e conveccdo e um terceiro para a situacao de dominancia da
convecgao. A escolha para a difusdo dominante foi "6leo SAE 40", para balanceamento, o

"ar'e para conveccao dominante, a "gasolina'.

Sera estipulado que, os valores referentes ao tamanho da malha seja admitido como:
ny = [10 50 100 150 200 250 300 350 400 500 600] nodos. Os gréficos referentes a solugao
numeérica do problema deverao ser comparados com a solucao exata do problema. Os
graficos indicativos da fungao erro serdo determinados pela fungao res = ||u— u;||, onde u
corresponderd a solucao exata e u; a solu¢ao numérica. A funcao erro indica a discrepancia

entre os valores obtidos pelos métodos numéricos em relagao ao valores da solucao exata.

Deve-se ter a norma do erro tendendo a zero para considerar uma solu¢ao numérica
como boa aproximante para a exata. Isto serd indicado no gréafico das solucoes e esta
tendéncia sera visualizada através de tabelas contendo os valores numéricos para uma
malha de 10 nodos, tanto da solucao exata quanto das solugoes numéricas com seus

respectivos erros.

Deve-se ainda determinar dentre os métodos aplicados qual deles consegue eliminar,
sendo reduzir as oscilagOes espurias e ser eficiente na aproximacao da solu¢gdo numérica

para a exata.

3.2 Problemas Bidimensionais

Os problemas bidimensionais utilizados no estudo, foram adotados para funcionarem

como benchmark e poder, apds aplicagao das condigoes de contorno, indicar a presenca
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de dominancia de convecgao o que ira levar ao aparecimento de oscilagoes espirias nos

graficos indicativos da solu¢ao numérica.

Nao havera comparagao com solugao analitica, pois sendo casos 2D nao hé condigoes
de se determina-las. Desta forma o que se pretende realizar sao comparagdes entre os

graficos dos métodos em questao, admitindo-se as mesmas condigoes de contorno.

Havera cinco casos a serem estudados. O primeiro foi utilizado para validar os c6digos,
esta validacao ocorre através da implementacao dos mesmos sobre varias situacoes de
alteracao de dados iniciais obtendo-se sempre a mesma solucao, indicando a estabilidade
dos métodos. Os outros quatro casos foram utilizados para através de mudancas de
determinados dados iniciais como, velocidade, tamanho de malha e coeficiente de difusao,

poder obter solucgoes espurias e indicar assim a presenca de conveccao dominante.

Sendo este objetivo atingido, parte-se para analisar os casos com oscilagoes esptrias
e verificar qual método se mostra melhor indicado para produzir solugoes numéricas com

capacidade de suavizar esta oscilagoes em regides de altos gradientes.

3.3 Implementacao

A implementagdo dos codigos em linguagem Matlab [13] foi realizada procedendo-se
apos a entrada dos dados iniciais a construcao de estruturas para matriz dos coeficientes e
do vetor RHS. Estas sdo as duas estruturas mais importantes para implementar os codigos,
pois sao estas que originam os dados numéricos a serem utilizados para a resolucao dos
casos estudados através de eliminagdo Gaussiana aplicada ao sistema linear Ku = f que

resulta da discretizagao da equacao de conveccao difusao 1D e 2D.

O procedimento utilizado para construir a matriz dos coeficientes K inicia-se na de-
finicdo dos coeficientes obtidos pela discretizacao da equagao diferencial que modela o
problema. Estes coeficientes sao entao transformados em matrizes coluna através da va-

riacao do nodo pela estrutura:

.
pA Construgdo dos vetores para a matriz esparsa e do vetor RHS
T
T
nn=(ny-2) ; % Tamanho dos nodos internos da matriz

Bl=zeros(nn,3); RHSC=zeros(1,nn)’;
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kk=0;

b

b MDF Centrada

YA

YA

for j=2:ny-1

h (i-1)(-1), (1)) ,({1+1) (1) % posicio dos coeficientes em relagio

% as diagonais da matriz esparsa

kk=kk+1;
B1(kk,1)=ccl;
B1(kk,2)=cc2;
B1(kk,3)=cc3;

b

Assim, nn corresponde ao nimero de nodos internos para o caso 1D e Bl e RHS
sao vetores inicializados nulos utilizados para a construgao dos vetores da matriz K e
do préoprio RHS. Partindo desta estrutura passa-se a construir o vetor RHS e a matriz
auxiliar G que sera utilizada para a construcao da matriz esparsa tridiagonal no caso 1D
ou pentadiagonal no caso 2D responsavel por armazenar os valores dos coeficientes do

sistema linear.

h

b Construgdo do vetor RHS - MDF Centrada

T

RHSC(kk)=0;
IMC1=0; IPC1=0;
fimcl=j-1; fipcl=j+1;

if (fimcl == 1)
IMC1=1;

end

if (fipcl == ny)
IPC1=1;

end
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RHSC (kk)=-IMCl*ccl*u(j-1)-IPCl*cc3*u(j+1);

end % end for i

T

Esta parte do c6digo é responsével pela construgao do vetor RHSC, onde fimcI recebe
a posicao do nodo a esquerda, fipcl recebe a posicao do nodo a direita em relacdo ao
nodo u; ; respectivamente. Os condicionais if fazem os coeficientes da equacao assumirem
valores iguais a 1 quando fimcI recebe valor 1 e fipc1 valor ny. Assim constroi-se o vetor
RHSC através da equagao —IMC1xcel xu(j—1)—IPC1*cc3*u(j+ 1) quando o indice

j varia de 2 até ny-1.

h
YA MDF Centrada - matriz esparsa
h
b
for j = 1:ny-2
ind = j*(ny-2);
B1(ind,1) = 0;
ind = (j-1)*(ny-2) + 1;
B1(ind,3) = 0;
end
Gl = [ B1(:,1) B1(:,2) B1(:,3)];
di = [-1 0 1];
Al = spdiags( G1, d1, nn, nn );
b
h
b Solugdo aproximada do problema - MDF Centrada
h
b
UC=A1\RHSC;
kk=0;
for j=2:ny-1

kk=kk+1;
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ucl(j)=UC(kk);
end
b
YA

Na estrutura de construcao da matriz dos coeficientes para sair da matriz auxiliar
e chegar na matriz de banda K (no algoritmo esta matriz recebe a denominagao Al)
utiliza-se a fung¢do spdiags [13] cujo objetivo é criar uma matriz onde apenas as diagonais
relacionadas com os coeficientes do sistema linear sejam nao nulas e os outros elementos
nulos. Com isto ha um ganho no processo computacional de calculo na solucao do sistema,
além de reduzir os erros de round off ! provenientes do processo de resolucio do sistema

por eliminacao de Gauss.

Estas mesmas implementacoes serao realizadas para o caso 2D, sendo que as estruturas

terao mudancas pouco significativas na sua logica de execucao.

b
YA Construgdo dos vetores para a matriz K
T
T

nn=(nx-2)*(ny-2) ; % tamanho do nodos internos da matriz

B=zeros(nn,5); RHS=zeros(l,nn)’;
for j=2:ny-1
for i=2:nx-1

% (i,j-1) (-nx+2) , (i-1,j)(-1), (1,7)) ,G+1,) Q) , (i,j+1) (nx-2)
kk=(j-2)*(nx-2)+(i-1);
B(kk,2)=-(Cx/2+Rx) ;
B(kk,4)=(Cx/2-Rx);
B(kk,3)=(2*Rx+2*Ry) ;
B(kk,5)=(Cy/2-Ry) ;
B(kk,1)=-(Cy/2+Ry) ;

h

T

Lerros devido a representacio finita dos ntiimeros internamente no computador relacionados ao efeito

acumulativo das operagoes aritméticas de soma, subtragao, multiplicagao, etc.



3.3 Implementagao 43

b Construgdo do vetor RHS

YA
RHS (kk)=0;
IM1=0; IP1=0; JP1=0; JM1=0;
fiml=i-1; fipl=i+1;
fijpl=j+1; fjml=j-1;
if(fiml == 1)
IM1=1;
end
if (fipl == nx)
IP1=1;
end
if (fjpl == ny)
JP1=1;
end
if (fjml == 1)
JM1=1;
end
RHS (kk)=IM1x*(Cx/2+Rx)*ul(i-1,j)-IP1*(Cx/2-Rx)*ul (i+1,j)-...
JP1x(Cy/2-Ry)*ul (i, j+1)+IM1*(Cy/2+Ry)*ul (i, j-1);
end % end for i

end % end for j

T

No algoritmo acima, verifica-se o processo de construcao dos coeficientes dos elementos
formadores do vetor RHS para o caso 2D. Deste modo tem-se que, fiml1, fipl, fipl e
fim1 recebem as posi¢oes dos nodos a direita, a esquerda, acima e abaixo do nodo u; ;
respectivamente e os condicionadores if executam uma rotina de comparacao para que
as variaveis fiml e fjml ao assumirem o valor 1, os coeficientes IM1 e JM1 recebem
o valor 1 e quando fip! assume valor nx e fjpl o valor ny, os coeficientes IP1 e JP1
recebem também o valor 1, assim pode-se construir o vetor RHS através da equacao
IM1 % (Cx/2+ Rx)xul(i—1,5) — IP1 % (Cx/2 — Rx) xul(i + 1,7) — JP1 % (Cy/2 —
Ry) «ul(i,j+ 1)+ JM1*(Cy/2+ Ry) *ul(i,j — 1)

T

YA Construgdo da matriz K
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T

for j 1:ny-2

ind = j*(nx-2);
B(ind,2) = 0;

ind = (j-1)*(nx-2) + 1;
B(ind,4) = 0;

end

()]
I

[ B(:,1) B(:,2) B(:,3) B(:,4) B(:,5)];
[-nx+2 -1 0 1 nx-2];

=
Il

spdiags( G, d, nn, nn );

Nesta parte do algoritmo o processo na constru¢ao da matriz K (observe que no algo-
ritmo denomina-se A), ocorre através da criagdo de uma matriz auxiliar G cujas colunas
representadas por B(:,1) B(:,2) B(:,3) B(:,4) B(:,5) recebem os valores dos coeficientes
da equacao discretizada correspondente a EDP e também de uma matriz linha d cujos
elementos correspondem a posicao de cada diagonal a ser construida na matriz esparsa
K e a dltima linha indica a construgao da matriz esparsa através da funcdo do Matlab

spdiags.

A mudancga estrutural em relagdo ao codigo 1D esta na necessidade de contruir mais
elementos para o caso 2D por ser a matriz de banda uma estrutura que necessitara de
cinco diagonais nao nulas. O vetor RHS passa a ser formado por quatro elementos e nao

apenas dois como no caso unidimensional.

Tanto no caso 1D quanto no 2D a implementacgao do vetor RHS decorre da necessidade
de resolvermos o sistema linear para o nodo u; ;. Isto decorre da relacao discreta entre os

nodos do stencil de trés pontos (caso 1D) ou de 5 pontos (caso 2D), ou seja:

Coly = —C1Ui—1 — C3Uj4+1

estrutura algébrica do RHS 1D

C3Uij = —ClUjj—1 — Colli—15 — Calli41,j — CpUy j+1

estrutura algébrica do RHS 2D

Computacionalmente, a diferenca entre os algoritmos que representam os métodos
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estd na estrutura dos coeficientes. Sao estes coeficientes que caracterizam a forma de
discretizacao da equagao de convecgao difusdo, indicando qual o tipo de fungao de inter-
polacao sera utilizada para aproximar as solugoes obtidas em cada nodo. Assim se for
MDF classico as fungoes de interpolagao utilizarao os nodos avante e a ré para o termo
convectivo, caso seja MVF sera utilizada a funcao que aproxima pela média dos fluxos
nas fronteiras e caso seja MDF Upwind a fungao serd aquela que utilizard o nodo (i) ou
(1,j) dependendo do caso ser 1D ou 2D, além de um termo avante ou a ré dependo do
sinal da velocidade. Para o termo difusivo tanto MDF quanto MDF Upwind a func¢ao de
interpolagao sera obtida por diferengas simétricas de segunda ordem que utiliza o nodo
(1) ou (i,j) e ainda o nodo avante e a ré. J4 em MVF o termo difusivo é aproximado por

diferenca de 1* ordem por integracao no elemento de volume.

h

pA Coeficientes para a matriz K e vetor RHS-  MDF

b

h

nn=(nx-2)*(ny-2) ; % tamanho do nodos internos da matriz

B=zeros(nn,5); RHS=zeros(1,nn)’;
for j=2:ny-1
for i=2:nx-1

% (1,31 (nx+2) , (-1, 1), (G, ,3GE+1,) @) , G,j+1) (ax-2)
kk=(j-2)* (nx-2)+(i-1);
B(kk,2)=-(Cx/2+Rx) ;
B(kk,4)=(Cx/2-Rx);
B(kk,3)=(2%Rx+2*Ry) ;
B(kk,5)=(Cy/2-Ry);
B(kk,1)=-(Cy/2+Ry) ;

T

b
b coeficientes da matriz K e do vetor RHS - MVF
h
C1=-(2*Dx+2*Dy) ;
C2=(Dx-(vx/2));
C3=(Dx+(vx/2));
C4=(Dy-(vy/2));
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C5=(Dy+(vy/2));

T

T

pA Coeficientes da mariz K e do vetor RHS - MDF Upwind

h

cl= -Ky/(dy~2)-Viy;

c2= -Kx/(dx"2)-Vix;

c3=(((2xKx/ (dx~2))+(abs (vx) /dx))+(2*Ky/ (dy~2) ) +(abs(vy) /dy) ) ;
cd= -Kx/(dx"2)+V2x;

cb= -Ky/(dy~2)+V2y;

YA

T

Na construgdo dos coeficientes do MDF Upwind hé necessidade de identificar o sinal
da velocidade para que o cédigo determine o tipo de aproximacao (avante ou a ré) a ser
utilizada no termo convectivo, por isso faz-se necessario construir um comutador que tera

como funcao comparar o sinal da velocidade de modo a definir qual o tipo de aproximacao.

h

yA Comutador para termo convectivo dependente do sinal da velocidade

b

if vx > 0
Vix=vx/dx;
V2x=0;

else
V1x=0;
V2x=vx/dx;

end

if vy > 0
Viy=vy/dy;
V2y=0;

else
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V1iy=0;
V2y=vy/dy;

end

T

Este comutador é utilizado para o caso 2D pois para o caso 1D tem-se apenas uma direcao

para a velocidade, nao sendo necessario esta estrutura.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Problema de camada limite em placa porosa com
succao vertical

O problema teste 1D adotado neste trabalho, refere-se ao experimento com uma placa
plana de tamanho L, porosa com sucg¢ao no sentido vertical, onde a velocidade de sucgao
¢ constante e de valor V. Supoe-se um fluido incompressivel em regime de escoamento
permanente, a pressao constante, cujas propriedades sdo constantes. Determina-se o perfil
de velocidade na camada limite muma posicao horizontal arbitraria, porém, distante do
inicio da placa, com o intuito de ajustar a succao para que a variacao da componente
paralalela do vetor velocidade nao varie ao longo do comprimento da placa. Adota-se as

equagoes abaixo para modelar o escoamento deste fluido no interior da camada limite.

_— camada limite
ye
B —

W

Figura 4.1: Representacao gréafica do problema

Onde tem-se que v(z,y)= u(z,y)i +  wv(x,y)] ,entdo:
—— ——
componente horizontal  componente vertical

Equacao da continuidade:

5o+ 5 () =0 (4.)
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Sendo que,
0 (pu) ou n u(?p
_ u) = _ —_
oz P or ox
para g—; =0, temos %(pu) =0, de onde &

3;(Pv) = 0 0 que implica em F = 0
Onde p é viscosidade dinamica, p é densidade, P é pressao.

Equacgoes de Navier-Stokes:

) 0 oP | 9 (, du o (, du
{ x2S (puu) + ;y(pvu) — 5t 5 (,u%> + 5 (ua—y) (4.9)
y: Eelpuv) + & (pvo) = =95 + & (n52) + & (n52)
Desenvolvendo, tem-se que:
. ou 0 ou A(pv) __ oP 0 ou 0 ou
{ x.pu%—l—u%(pu)—irpva—y%—u—a”y —%—%%(u%) +%<M@> (43)
v v 9(pv v v '
E pu%+v%(pu)+pvg—y+v g;) =984 0 (M%) +a% (u%)
assim:
. ou ou 0, Ju v op| _ 0P 0 du 0 ou
{ x.pu%+u[p%+u£} +pv@+u[p%+z]£} = -5t 5 (u%) + 35 (u@) (4.4)
. v du 0 v v dp| _ 0P ol v o) ov )
yipugs o lpGe - ugt] + ool 4o ol b og] = =50+ 5 (u3) + 5 (u5)
Logo:
ou 0 ou
v— = — | p—=— 4.5
"oy = By <u ay> (4.5)
Aplicando g—; = 0 temos v = constante = =V,
ou 0 ou
—pV—=— | p=— 4.6
o= (n5) (46)
como as propriedades sdo constantes,

Ou _ p Ou (4.7)

dy  pV Oy '

onde v = % ¢é a viscosidade cinematica.

ou v o*u

La_rad 4.
dy  V oy? (48)

49
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sendo u = u(y) entao:

du v d*u
Tay Vg )

onde {; ¢ o coeficiente de difusao I'. Com as seguintes condigoes de contorno:

{ u(0) =0 (4.10)

u(y) =U paray — oo

Pode-se assumir para este modelo representado pela equacao 4.9, que u = €™, entao

L(u) = 0 = vu”" + Vu' = 0, deste modo tem-se que:
I/(ery)// ‘I— V(e’r‘y)/ — 0

vr?e™ + Vre™ =0

<W2 + V?") eV =0

como e # 0, vr? + Vr = 0, logo a solu¢io analitica serd dada por:

u(y) =a+ be~ %Y (4.11)
Aplicando-se as condi¢oes de contorno 4.10 na equagao 4.11, tem-se:
u(y) =U[l —e 7 Y] (4.12)

sendo a equacgao 4.12 solugao analitica do problema.

O estudo é realizado adotando-se trés tipos de fluidos distintos a fim de considerarmos
as situacoes de difusao dominante, balanceamento na relagao entre difusao e convecgao e
conveccao dominante. Estas situagoes estao diretamente relacionadas com as carcteristi-
cas fisicas de cada fluido adotado. Assim para o fluido "Oleo SAE 40"tem-se dominancia
da difusdo, para o "Ar"balanceamento e para "Gasolina"dominancia da conveccao.
Adotar-se-4 para todas as situagoes uma malha pouco refinada de 10 nodos, tal que a

distancia entre os nodos (dy) serd dada por:

5y = 5/(ny — 1)
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onde § ¢é a altura da camada limite.
A estimativa da espessura da camada limite serd dada pela equacao 4.12, para a qual

y — 0, tal que u(y) = 0,99U. Assim,

1
0,99U = U[1 — <]
evy
( ! )—1 0,99 = 0,01
e(%é) Y ) )
aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da igualdade acima, obtém-se:
1%
In(100) = —9
n(100) = -
logo:
5= %ln(lOO) (4.13)

Pode-se observar que esta altura dependera do coeficiente de viscosidade cinematica v e

da velocidade de sucgao V.

Para analisar as condigoes apresentadas por cada fluido e indicar em qual situagao

este fluido se encontra, utiliza-se o nimero de Peclet de malha, sendo dado por:

onde o subindice e significa a interface entre os nodos P e E, F, = (pu), indica o fluxo
1% 4 ~ . . . . .
de massa e D, = (%) ¢ a condutancia difusiva. O equacionamento baseia-se num
e
escoamento laminar sobre placa plana, cujo nimero de Reynolds critico de transicao do

regime laminar para o regime turbulento é aproximadamente igual a 5 - 105.

O primeiro fluido a ser utilizado para o estudo sera ar a temperatura de 20°C, cujos
dados fisicos sdo: p =1,2013kg/m?, U =2,0m/s, V =0,0lm/sev = 1,348 x 107°m? /s,

sendo que para estes dados a solucao exata sera:
1
uly) =2 [1 - 6741,84y] (4.14)

onde 0 = In100 = 1’34180%075 -In100 = 6,208 x 1073>m. Obtem-se entao a distancia entre
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os nodos (dy) tal que dy = M = 6,8977 x 107* m.

% = 7,4 -10% sendo que Re < Re,,, 0 que realmente

Os dados acima levam a Re =
caracteriza escoamento laminar. Entao, a equagao 4.14 representara a variagao da com-
ponente x da velocidade (u), em relagao a dire¢ao perpendicular a superficie (y), tudo isso
avaliado numa posigao arbitraria (x) da placa. A tabela indica esta variagdo para cada

nodo da malha adotada.

u(y) uc(y) | uu(y) | uv(y) | errol | erro2 | erro3
0 0 0 0 0 0 0 0
6,8977 x10~* | 0,801047 | 0,8223 | 0,6938 | 0,8223 | 0,0213 | 0,1072 | 0,0213
13,7954 x10~* | 1,281256 | 1,3095 | 1,1528 | 1,3095 | 0,0283 | 0,1285 | 0,0283
20,6931 x10~* | 1,569130 | 1,5983 | 1,4564 | 1,5983 | 0,0292 | 0,1127 | 0,0292
97,5908 x10~4 | 1,741703 | 1,7694 | 1,6572 | 1,7694 | 0,0277 | 0,0845 | 0,0277
34,4885 x10~* | 1,845157 | 1,8707 | 1,7901 | 1,8707 | 0,0256 | 0,0551 | 0,0256
41,3862 x10~% | 1,907175 | 1,9308 | 1,8780 | 1,9308 | 0,0236 | 0,0292 | 0,0236
48,2839 x10~% | 1,944354 | 1,9664 | 1,9361 | 1,9664 | 0,0221 | 0,0083 | 0,0221
55,1816 x10~* | 1,966641 | 1,9875 | 1,9746 | 1,9875 | 0,0209 | 0,0079 | 0,0209
62,0793 x10~* | 1,980002 | 2,0000 | 2,0000 | 2,0000 | 0,0200 | 0,0200 | 0,0200

Tabela 4.1: posigao y x velocidade u(y) do ar e erro

Nas tabelas (4.1), (4.2) e (4.3), além da coluna u(y) que indica os valores da solugao
analitica,tem-se os valores da solugoes aproximadas e seus respectivos erros, sendo: wuc
solucao aproximada para MDF, uu solu¢ao aproximada para MDF upwind e uv solugao
aproximada para MVF, além de que, errol é o erro de aproximacao obtido para MDF,
erro2 o erro de aproximagao para MDF upwind e erro3 o erro de aproximagao para MVF,
onde todos os erros foram calculados utilizando-se a norma ||u — u;||, sendo w; a solugdo

aproximada.

O préximo fluido a ser utilizado serd Oleo SAE 40, cujos dados fisicos sdo: p =
915kg/m3, U = 4,2 x 107*m/s, V = 0,0lm/s e v = 1,5 x 107*m?/s, sendo que para

estes dados a solugao exata sera:

~ 1
u(y) = 4,2 x 107 [1 — e%m] (4.15)

onde ¢ = {;In100 = 1’51350274 -In100 = 6,908 x 10~2m. Obtém-se entdo a distancia entre

os nodos (0y) tal que dy = M = 7,675 x 1073m.

Os dados acima levam a Re = % = 1,4, sendo que Re < Re,., o que realmente caracteriza

escoamento laminar. Entao, a equagao 4.15 representara a variagdo da componente = da
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velocidade (u), em relagdo a diregdo perpendicular & superficie (y), tudo isso avaliado

numa posi¢ao arbitraria (z) da placa. A tabela indica esta variagao para cada nodo da

malha adotada.

y u(y)

uc(y)

uu(y)

uv(y)

errol

erro2

erro3

0 0

0

0

0

0

0

0

0,007675 | 0,0001682

0,0001727

0,0001457

0,0001727

0,000004465

0,00002252

0,000004465

0,015350 | 0,0002690

0,0002750

0,0002421

0,0002750

0,000005946

0,00002698

0,000005946

0,023025 | 0,0003295

0,0003356

0,0003058

0,0003356

0,000005811

0,00002368

0,000005811

0,030700 | 0,0003657

0,0003716

0,0003480

0,0003716

0,000005374

0,00001774

0,000005374

0,038375 | 0,0003874

0,0003929

0,0003759

0,0003929

0,000004965

0,00001157

0,000004965

0,046050 | 0,0004005

0,0004055

0,0003944

0,0004055

0,000004633

0,00000613

0,000004633

0,053725 | 0,0004083

0,0004129

0,0004066

0,0004129

0,000004381

0,00000173

0,000004381

0,061400 | 0,0004129

0,0004174

0,0004147

0,0004174

0,000004200

0,00000166

0,000004200

0,069075 | 0,0004158

0,0004200

0,0004200

0,0004200

0,000004200

0,00000420

0,000004200

Tabela 4.2: posicio y x velocidade u(y) do Oleo SAE 40

O 1ltimo fluido a ser utilizado é a Gasolina, cujos dados fisicos sdo: p = 720kg/m?,

U=0,28m/s,V =0,0lm/sev="70x10""m?/s, sendo que para estes dados a solugao

exata sera:

u(y) = 0,28

1

(4.16)

o 614285,713;]

onde 0 = In100 = 7’012750277 -In100 = 3,22 x 10~*m. Obtém-se entao a distancia entre os

nodos (dy) tal que dy = M = 3,582 x 107 °m.
Os dados acima levam a Re = % = 2 x 105, sendo que Re < Re,., o que realmente
caracteriza escoamento laminar. Entao, a equacao 4.16 representara a variacao da com-
ponente z da velocidade (u), em relagdo a direcdo perpendicular a superficie (y), tudo
isso avaliado numa posigao arbitraria (z) da placa. A tabela (4.3) indica esta variagdo

para cada nodo da malha adotada.
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y u(y) uc uu uv errol | erro2 | erro3

0 0 0 0 0 0 0 0
3,582 x107° | 0,11215 | 0,3318 | 0,27666 | 0,3318 | 0,2197 | 0,1645 | 0,2197
7,164 x10~° | 0,17938 | 0,0156 | 0,27996 | 0,0156 | 0,1637 | 0,1005 | 0,1637
1,0746 x10~* | 0,21968 | 0,3169 | 0,27999 | 0,3169 | 0,0973 | 0,0603 | 0,0973
1,4328 x10~* | 0,24384 | 0,0298 | 0,27999 | 0,0298 | 0,2140 | 0,0362 | 0,2140
1,791 x10™% | 0,25832 | 0,3034 | 0,27999 | 0,3034 | 0,0452 | 0,0217 | 0,0452
2,1492 x10~% | 0,26700 | 0,0427 | 0,27999 | 0,0427 | 0,2243 | 0,0130 | 0,2243
2,5074 x10~% | 0,27221 | 0,2911 | 0,27999 | 0,2911 | 0,0189 | 0,0078 | 0,0189
2,8656 x10~% | 0,27533 | 0,0544 | 0,28000 | 0,0544 | 0,2209 | 0,0047 | 0,2209
3,2238 x10~* | 0,27720 | 0,2800 | 0,28000 | 0,2800 | 0,0028 | 0,0028 | 0,0028

Tabela 4.3: posicao y x velocidade u(y) da gasolina

Os valores obtidos para os erros, independentemente dos métodos utilizados, indicam
que todos sao estaveis em relacdo a capacidade de obter solugoes numéricas com boa
capacidade de convergéncia para a solucao exata. Em todos os trés casos apresentados
para estudo os métodos comportaram-se muito bem no que se relaciona a geragao de
solugdes numéricas com boa aproximagao para a solugao analitica. Este fato pode ser
verificado através da comparacao dos valores da coluna uy com as colunas uc, uu e uv
as quais correspondem as solugoes numeéricas dos métodos e posterior analise das colunas

dos respectivos erros.

Para implementar a solucao do problema, realiza-se a discretizacdo do dominio Q C
R para malha unidimensional com ny nodos. As solugoes numéricas obtidas quando
aplicados os métodos de Diferenca Finita Centrada, Upwind e Volume Finito para resolver

numericamente a equacao (4.17) que modela o problema,

d*u du

v— +V—=0 4.17

R (4.17)
com as condicoes de contorno de Dirichlet, resulta no sistema linear tridiagonal

Ku = 0, resolvido por eliminagao gaussiana.

Estes experimentos foram realizados mantendo-se constante o niimero de Reynolds

abaixo do valor critico Re., = 5 x 10° o que caracteriza um escoamento laminar.

Para efeito de comparacao com relacao a capacidade do método em produzir solugoes
aproximadas para o problema nas situagoes de dominancia da difusao, equilibrio entre a

convecgao e difusao e ainda com dominancia da convec¢ao, defini-se a fun¢ao erro baseada
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na normas:

||lerro|| = 2 fu—d (4.18)
ny — 1

A comparagao entre a difusao e convecgao esta baseada no nimero de Peclet de malha.

Os valores de Peclet que indicam dominancia de difusdo devem ser muito menores que
1 (Pe << 1), para Peclet igual a 1 ha balango entre a difusdo e convecgdo e para Peclet

muito maior que 1 (Pe >> 1) h& dominéncia da conveccao.

Na préoxima se¢ao sera analisado as solugoes obtidas através da insercao dos dados de
cada fluido escolhido nos cddigos desenvolvidos para os métodos de MDF centrada, MDF

upwind e MVF.

4.2 Resultados computacionais

4.2.1 CASO 1D

Para comparar o comportamento dos respectivos métodos em relagao a cada valor de
ny, deve-se plotar as solugoes num mesmo grafico e deste modo analisar seus comporta-
mentos e respectivamente seus erros para poder verificar qual método melhor converge
para a solugdo exata e qual se mantém mais estavel. Para o fluido "Ar", os resultados

obtidos serao indicados abaixo com relagao aos respectivos valores de refino de malha

(ny).

Camada Limite em placa plana com sucgdo

— 1 tariaci
Lo IO g

Lo
—

MCF upwind

8|
1}
LT

al

Figura 4.2: Graficos para malha com ny = 10 nodos - ar
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Camada Limite am placa plana com sucgdo

= WOF 0T irads
e WD (gt
—— M

:\.1I:l‘I

Figura 4.3: Gréaficos para malha com ny = 100 nodos - ar

Camada Limite com sucgio
& ———— e e
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Figura 4.4: Graficos para malha com ny = 600 nodos - ar

Observa-se que todas as solugdes tendem a se aproximar da solugao analitica do
problema conforme refino de malha, isto esta de acordo com o Teorema de Lax [14].
Para o calclulo do niimero de Peclet de malha, adota-se 19 = 5,51816 x 1073, conforme
tabela 4.1 assim wu(yg) = 1,96664, portanto tem-se que: F, = (pu(yy)) = 2,3625 e

D, = (%—;%T) = 1,9543, logo: P. = ?ggig = 1,1952. Assim pode-se concluir que,

como a convecgao esta equilibrada com a difusao (Pe & 1) solugbes numéricas tendem para
a solucao analitica sem apresentar oscilagoes espurias. Neste caso as solucoes possuem

boa aproximagao independentemente da escolha do método.
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o7

Para o segundo fluido utilizado, "Oleo SAE 40", substituindo os dados numéricos

iniciais as solugoes obtidas, tem-se:

4
45—

Camada Limite em placa plana com suc¢éo

MDF centrada—; == MDF centrada
s = = MDF upwind
s @o Exata MVE
Solugéo Exata
3
MDF upwind
25—
MVF-,
=
o
15—
WL
05—
| | | | | | |
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07
y
Figura 4.5: Graficos para malha com ny = 10 nodos - Oleo SAE 40
X1 Camada Limite em placa plana com sucgéo
4
MDF centrada
- === MDF centrada
a5k olugdo Exata ——— MDF upwind
MVF
Solugdo Exata
il MDF upwind
25
3
2 MVF
15—
WL
05—
| | | | | | |
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07

Figura 4.6: Gréaficos para malha com ny = 100 nodos - Oleo SAE 40
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15X Camada Limite com sucgéo

MDF centrada olucéo Exata

35— —— MDF centrada
= MDF upwind
——— MVF

Solugso Exata

3 MDF upwind

MVF

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07

Figura 4.7: Gréaficos para malha com ny = 600 nodos - Oleo SAE 40

Para o calculo do niimero de Peclet de malha, adotar yg = 0,06140, conforme tabela
4.2 assim u(yg) = 4,12994 x 107*, portanto tem-se que: F, = (pu(yy)) = 0,3779 e

D, = (%) = 1,9544, logo: P. = g’:ggﬁ = 0,1934, verifica-se assim que a

difusdo é dominante, isto é (Pe << 1), neste caso as aproximagoes obtidas sdao ainda

mais realisticas com relacao a solugao exata do problema.

Ao mudar para o fluido "Gasolina", tem-se:

Camada Limite em placa plana com sucgao
035

- A A =D

| MOF upwind T

Lok ]

Y- MvF
BB}

iR}

Figura 4.8: Graficos para malha com ny = 10 nodos - Gasolina
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Camada Limite em placa plana com sucg¢ao
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Figura 4.9: Graficos para malha com ny = 100 nodos - Gasolina
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Figura 4.10: Graficos para malha com ny = 600 nodos - Gasolina

No calculo do ntimero de Peclet de malha, adotar-se-4 yg = 2, 8656 x 10~*, conforme
tabela 4.3 assim u(yog) = 0,27533, portanto tem-se que: F, = (pu(yy)) = 198,24 ¢ D, =

7,0x1077/1072\ __ . _ 198,24
( 3,582x10—5 ) = 1,9542, logo: P = 15255

= 101, 44, verifica-se assim que a conveccao é
dominante, isto é (Pe >> 1), neste caso as solugoes numéricas geram oscilagoes espurias
para malhas pouco refinadas conforme indicado nos graficos 4.7 e 4.8, no gréafico 4.9 apesar

do refino de malha, nao ha aproximacao das solugoes numéricas para a solugao exata. Este

6gasolina _

fato ocorre porque sendo dyyasoting = )

3,582 x 107° a distancia entre os nodos,
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os métodos numéricos utilizados nao possuem a capacidade de captar corretamente a
solugao, gerando com isso, instabilidades numéricas. Para contornar esta situagdo houve
necessidade de normalizarmos a distancia nodal §,, de modo a produzir uma estabilidade
numeérica e captar corretamente os valores nodais para as solugoes aproximadas. Este fato

pode ser verificado analisando parte do algoritmo, conforme abaixo:

T

h
ny=10;
delta=0.006207769410712;
if (rho==720)
dy=(deltal+(deltal/delta))/(ny-1);
else
dy=deltal/(ny-1);
end
for jkil=1:ny
y(jk1)=(jk1-1)*dy;
end
Re=U1x*L/k; % Namero de Reynolds
D=k/dy;
b

T

O procedimento para a normalizacao da distancia nodal, é realizado por esta rotina,
onde delta indica o tamanho da camada limite originada pelo estudo do Ar (difusao equi-
librada com convecgao) e o condicional if analisa o valor de rho (densidade do fluido).
Quando rho assume o valor correspondente a Gasolina (720), a rotina normaliza dy (dis-

tancia nodal), caso contrdrio mantém-se o valor de delta.
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Figura 4.11: Gréfico para malha com ny = 100 nodos - Gasolina

Este grafico indica a situagao obtida para a solugdo antes da normalizagao da distancia

nodal. Como pode-se observar nao ha captacao das oscilagoes espiirias apresentadas pela

dominincia da conveccdo, isto deve-se a distancia nodal ser da ordem de 107°.
a normalizagdo, como se observa nos graficos 4.8, 4.9 e 4.10, que as solugoes numéricas

geradas correspondentes a equagao (4.16) da velocidade u(y) condiz com a situagao fisica

apresentada pelo problema.

Os préximos graficos indicam as variagoes com relagdo ao erro global obtidos pelas
aproximagoes referentes a EDP que modela o problema. A norma adotada para construgao

dos valores para a funcao erro é igual a 4.2.

Apos
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Figura 4.14: Erro Gasolina - Pe >> 1

A funcao erro tende a se estabilizar com o refino de malha, a partir de ny = 320 para
os casos onde tem-se difusao balanceada com a conveccao e convecgao dominante, assim
tem-se:

1) errog =~ 0,2349, para MDF centrada e MVF
errog ~ 0,2268, para MDF upwind

2) errogeo ~ 0,4933, para MDF centrada e MVF
ETT0p1e0 ~ 0,4763, para MDF upwind

3) errogasotina ~ 0, 1583, para MDF centrada e MVF
erT0gasolina ~ 0, 1580, para MDF upwind

Quando nao ha dominancia da convecgao, graficos 4.12 e 4.13, a escolha do método
independe do aparecimento de oscilagoes e estes indicam que o uso de MDF Upwind nao
¢é tao efetivo em relacdo aos outros. No grafico 4.14, o erro referente ao MDF Upwind
¢ muito menor indicando, neste caso, que este método torna-se extremamente eficiente
em manter a solu¢cao numérica com boa aproximacao para a analitica. Veja tabela 4.3
para malha de 10 nodos, mesmo com esta malha rudimentar ja é verificado que os valores

indicativos do erro em MDF Upwind tendem a zero mais rapidamente que os dos MDF e
MVE.

Este fato pode ser verificado quando se compara os erros dos métodos centrais com
o Upwind. Para o "Ar", tem-se que a taxa de aproximagao é de 1 — 0,2268/0,2349, ou

seja, as solugoes do MDF Upwind possuem taxa de aproximacao 3% maior em relagao
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ao métodos centrais. J4 para o "Oleo"tem-se 1 — 0, 4763/0,4933, indicando uma taxa de
aproximac¢ao do MDF Upwind em relacao ao MDF e MVF da ordem de 3% e por tltimo
tem-se a "Gasolina"’, onde a taxa referente a aproximacao do MDF Upwind em relacao
aos MDF e MVF é dada por: 1 — 0,1580/0, 1583 que resultard na taxa de 1%. FEstes
dados foram obtidos para malha de 600 nodos. Para malhas menos refinadas como por
exemplo, 100 nodos, os valores obtidos sao:

1) errog =~ 0,2360, para MDF centrada e MVF

errog ~ 0,1910, para MDF Upwind

2) errogeo ~ 0,4956, para MDF centrada e MVF

ErTooeo ~ 0,4011, para MDF Upwind

3) errogasotina ~ 0,1606, para MDF centrada e MVF

errogasolina ~ 0,1569, para MDF Upwind

As taxas obtidas sao:
I) para o "Ar", 1 —0,1910/0,2360 que resulta aproximadamente em 19% maior, para a
taxa de aproximagao do MDF Upwind em relagao aos MDF e MVF.
IT) para o 'Oleo’, 1 — 0,4011 /0,4956 esta taxa é de aproximadamente 19% maior para o
MDF Upwind e,
III) para a "Gasolina", 1 — 0,1569/0, 1606 que resulta em 2%.

Estes dados indicam que em problemas onde a convec¢ao nao ¢ dominante, o MDF
Upwind é muito mais efetivo no calculo de solugoes numéricas que melhor se aproxi-
mam da solugdo exata. Quanto a situagao de convec¢ao dominante (caso da Gasolina)
mesmo tendo uma taxa de aproximagao menor em relagdo aos outros casos estudados,

este mantém a efetividade na aproximagao para o calculo da solugao numérica.

Pode-se concluir entao que, para malhas rudimentares independentemente da domi-
nancia da conveccao, o MDF Upwind é o mais efetivo para calcular solu¢cdes numéricas
com boas aproximagoes para a solucao exata. Mas quando ha refino de malha sua efeci-
éncia ¢é reduzida, mas mesmo assim sua solugoes sao melhores aproximadas do que as dos

MDF e MVF.

As oscilagoes esptrias surgem naturalmente quando o termo convectivo torna-se maior
que o termo difusivo. A diferenca esta no comportamento destas oscilagoes para cada mé-
todo, aqueles que utilizam diferencgas centrada para o termo convectivo, MDF centrada e
MVF sao os que possuem maiores oscilacoes dentro de uma dada regiao da camada limite.

Ja o MDF Upwind devido a sua aproximacao por diferenca, para o termo convectivo, nao
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ser centrada e sim avante, consegue com isso inserir falsa difusao numérica e manter uma

melhor aproximagado para a solugdo exata sem oscilagoes espurias.

Ainda observando os resultados obtidos, a altura da camada limite para o fluido Oleo
SAE 40 é da ordem de 1072, para o Ar é da ordem de 1073 e para a Gasolina, da ordem
10~* este fato indica que para o problema em estudo a regido afetada por estas oscilacoes
é muito proxima da placa porosa, o que fisicamente indica a incapacidade dos métodos em
captar os valores numéricos corretos no nodos sem a normalizacdao do dominio, no caso

do fluido ter caracteristicas como a Gasolina.

4.2.2 CASO 2D

Os casos 2D foram utilizados para verificar a eficiéncia dos métodos na aproximagao
da solucdo numérica para uma solucio suave em cada problema a ser estudado. E feito
comparagoes entre eles de forma a reforcar o que a literatura referéncia com relacao a ser
o MDF Upwind o mais eficiente na manutencao das solugoes numéricas suaves quando ha

dominancia da conveccao.

Estas primeiras solugoes foram obtidas com o intuito de validar os cédigos 2D desen-

volvidos para resolugao dos problemas subsequentes.

O problema de validagao refere-se ao plano inclinado, sendo suas condig¢oes de contorno

dadas por:
u(z,0)=0 Vz €]0,1]
u(lz,1)=1 Vz €]0,1]
u0,y)=y—1 Vy €]0,1]
u(ly)=y—1 Vy €]0,1]




4.2 Resultados computacionais

66

u
o o ©
A o ® -~
1 1 1 [

concentracio
o
N
/

- O
\

0.8 04

0.2
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Figura 4.16: Condigao de Contorno - w = (0,1)

Sendo os planos inclinados, solugoes do problema indpendentemente do tamanho da

malha e da variacao do termo difusivo.
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X

Figura 4.17: Plano inclinado - w = (0, 1)

X y

Figura 4.18: Plano inclinado - w = (1,0)

As solugoes, figuras (4.17) e (4.18), foram geradas através da variacdo do campo
de velocidade e do coeficiente de difusividade e verifica-se que independentemente dos
valores destes elementos a solugdo permanece estavel sem apresentar oscilagoes espirias ou
qualquer outra alteracdo numérica. Pode-se concluir, entao, que os métodos sao estaveis

produzindo solu¢ées numeéricas compativeis com a solucao fisica do problema.

Desta forma deve-se proceder com a aplicagao destes métodos em problemas 2D uti-

lizados como benchmark para estudo do aparecimento das oscilagoes espirias quando ha
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dominancia da convecgao. Para estes casos 2D as condi¢oes de contorno serao definidas

dentro de cada caso, mas todas serdao do tipo Dirichlet.

Caso I

Este problema possui a seguinte condi¢ao de contorno.

u(z,0)=0 Vz €]0,0.2]
u(z,0) =10(x — 0.2) Va € [0.2,0.3]

u(z,0) =1 Va €]0.3,1]

u(x,1) =0 Vaz €]0,1]

u(0,y) =0 Vy €]0,1]

uw(l,y)=1 Yy €]0,1]

Figura 4.19: Representacao grafica da condicao de contorno

As solugoes obtidas para este problema sao tais que é mantido constante o campo de

velocidade w = (1, 1) e ntmero de nodos nx = ny = 21 e varia-se o valor do coeficiente

difusivo com os seguintes valores: k=1, k=107, k=102 e k=103

Para k£ = 1:
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Figura 4.22: Solu¢do em MDF Upwind - w = (1, 1)

Para k= 107 1:
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Figura 4.25: Solugdo em MDF Upwind - w = (1,1)

Para k = 1072:
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Figura 4.26: Solugao em MDF - w = (1,1) e k = 1072

Figura 4.27: Solugdo em MVF - w = (1,1) e k = 1072

Figura 4.28: Solucdo em MDF Upwind - w = (1,1) e k = 1072

Para k = 1073
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Figura 4.30: Solugdo em MVF - w = (1,1) e k =103

Figura 4.31: Solucdo em MDF Upwind - w = (1,1) e k = 1073

Nas tabelas abaixo, encontram-se as solu¢oes numeéricas do MDF centrado e MVF, cu-

jos elementos sao constituidos pelos valores numéricos obtidos pela resolugao do problema
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apresentado no caso I para uma malha de 11 nodos.

o O O O O o o o o o o

o O O O O o o o o o o

0
0,1140
0,1330
0,1399
0,1426
0,1433
0,1426
0,1399
0,1330
0,1140

0

0,1140
0,1330
0,1399
0,1426
0,1433
0,1426
0,1399
0,1330
0,1140
0

0
0,1693
0,1805
0,1790
0,1782
0,1780
0,1782
0,1790
0,1805
0,1693
0

Tabela 4.4:

0
0,1693
0,1805
0,1790
0,1782
0,1780
0,1782
0,1790
0,1805
0,1693
0

0
0,2968
0,3560
0,3706
0,3750
0,3761
0,3750
0,3706
0,3560
0,2968
0

0
0,2968
0,3560
0,3706
0,3750
0,3761
0,3750
0,3706
0,3560
0,2968
0

0 0 0 0 0
0,2061 0,4820 0,3644 0,7134 0,3182
0,3317 0,6090 0,4192 0,9403 0,3669
0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680
0,3280 0,6485 0,4175 1,0144 0,3661
0,3285 0,6500 0,4169 1,0169 0,3656
0,3280 0,6485 0,4175 1,0144 0,3661
0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680
0,3317 0,6090 0,4192 0,9403 0,3669
0,2061 0,4820 0,3644 0,7134 0,3182
0 0 0 0 0

Solugao numérica para MDF centrado

0 0 0 0 0
0,2061 0,4820 0,3644 0,7134 0,3182
0,3317 0,6090 0,4192 0,9403 0,3669
0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680
0,3280 0,6485 0,4175 1,0144 0,3661
0,3285 0,6500 0,4169 1,0169 0,3656
0,3280 0,6485 0,4175 1,0144 0,3661
0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680
0,3317 0,6090 0,4192 0,9403 0,3669
0,2061 0,4820 0,3644 0,7134 0,3182
0 0 0 0 0

Tabela 4.5: Solugao numérica para MVF

0
1,0936
1,4651
1,5655
1,5888
1,5928
1,5888
1,5655
1,4651
1,0936

1,0936
1,4651
1,5655
1,5888
1,5928
1,5888
1,5655
1,4651
1,0936
0

S O O O O O o o o o <o

S O O O O O o o o o <o

Observa-se nas tabelas 4.4 e 4.5 que os resultados numeéricos referentes as solugoes do

problema apresentado no caso I sdo idénticas. Isto se deve ao fato de que as matrizes dos

coeficientes dos métodos em questao serem proporcionais.

para MDF centrado e MVF ird gerar a mesma representacao grafica.

Nos préximos casos como o fator de proporcionalidade se matém, a solu¢do numérica

Pode-se concluir que para nimero de Peclet muito maior do que 1, a convecgao é do-

minante e as solugoes obtidas por MDF e MVF nao atendem aos critérios de boa solucao,
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pois apresentam oscilagoes espurias, ja o MDF Upwind consegue manter a suavidade na

solugao sendo o melhor método numérico para este problema.

Caso II

Neste caso muda-se a condi¢ao de contorno u(l,y) = 0 e permanece com 0 mesmo

campo de velocidade e variacao do coeficiente de difusividade. Assim:

u(x,0) = Va €]0,0.2]
ul(e,0) = 10(z — .2) Vo € [0.2,0.3]
u(z,0)=1 Vaz €]0.3,1]
u(r,1)=0 Vz €]0,1]
u(0,y) =0 Vy €]0,1]
u(l,y) =0 Vy €]0,1]

Figura 4.32: Representagao grafica da condicao de contorno

As solugoes foram obtidas mantendo-se os mesmos parametros utilizados no caso 1.

Assim os valores para o nimero de Peclet serdo os mesmo do caso anterior.

Para k = 1, tem-se que o nimero de Peclet associado a esta solucao é Pe = 1:
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Figura 4.33: Solu¢do em MDF - w = (1,1)

Figura 4.34: Solu¢ao em MVF - w = (1,1)

Figura 4.35: Solu¢do em MDF Upwind - w = (1, 1)

Para k = 107!, tem-se que o nimero de Peclet associado a esta solucao é Pe = 10
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Figura 4.36: Solu¢do em MDF - w = (1,1)

Figura 4.37: Solugdo em MVF - w = (1,1)

Figura 4.38: Solugao em MDF Upwind - w = (1,1)

Para k = 1072, tem-se que o nimero de Peclet associado a esta solucao ¢ Pe = 100
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Figura 4.40: Solu¢ao em MVF - w = (1,1)

Figura 4.41: Solu¢do em MDF Upwind - w = (1, 1)

Para k = 1072, tem-se que o nimero de Peclet associado a esta solucao ¢ Pe = 1000
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(1,1)

Figura 4.42: Solugao em MDF - w

(1,1)

Figura 4.43: Solugao em MVF - w

(1,1)

Figura 4.44: Solucao em MDF Upwind - w

Observa-se nas figuras 4.39 e 4.42 que a solucao em MDF Upwind se mantém sem
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oscilagoes espurias, sendo que estas solugoes sao obtidas em situacao de convecgao domi-
nante. A variacao do nimero de Peclet tanto no caso I, quanto no caso II é fungdo apenas

do coeficiente de difusividade.

Caso III

Seré considerado a condigao de contorno €2 = 0 e os campos de velocidade com os se-
guintes valores & = (1,0)e & = (0,1). Manter-se-a constante o coeficiente de difusividade
k =1072 e o termo fonte f = 1.0. As malhas assumem as dimensoes: 11 x 11, 21 x 21 e

41 x 41.0 numero de Peclet sera funcao do campo de velocidade.

concentragdo u

Figura 4.45: Condicao de contorno - caso 3

Estas solugdes correspondem a aplicagao do campo de velocidade & = (1,0).

Figura 4.46: Solugdo em MDF - & = (1,0) e malha 11 x 11
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Figura 4.47: Solu¢do em MVF - & = (1,0) e malha 11 x 11

Figura 4.48:

Figura 4.49: Solugao em MDF - & = (1,0) e malha 21 x 21
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Figura 4.50: Solu¢do em MVF - & = (1,0) e malha 21 x 21

Figura 4.51:
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Figura 4.52: Solugao em MDF - & = (1,0) e malha 41 x 41
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Figura 4.53: Solu¢do em MVF - & = (1,0) e malha 41 x 41
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Figura 4.54: Solugao em MDF Upwind - & = (1,0) e malha 41 x 41

As figuras 4.46, 4.49 e 4.52 representam as solu¢oes em MDF Upwind, estas solugoes
sdo as mais suaves, mesmo com o refino de malha produzindo reducao das oscilagoes
espurias nos outros métodos, a solucao que melhor se aproxima de uma solucao para o

problema ¢ em MDF Upwind.

O numero de Peclet para este caso é igual a 100, independentemente do refino de
malha. Para este valor, a conveccao ¢ dominante, este fato pode ser verificado pelo
aparecimento das oscilagoes espiirias em todas as solugoes nao importando o tamanho da

malha utilizado para calculo da solugao numérica.

Para o campo de velocidade para & = (0, 1), tem-se:
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Figura 4.55: Solugdo em MDF - & = (0,1) e malha 11 x 11

Figura 4.56: Solugdo em MVF - & = (0,1) e malha 11 x 11

Figura 4.57: Solu¢do em MDF Upwind - & = (0,1) e malha 11 x 11
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Figura 4.59: Solugdo em MVF - & = (0,1) e malha 21 x 21

Figura 4.60: Solu¢do em MDF Upwind - & = (0, 1) e malha 21 x 21
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Figura 4.63: Solu¢do em MDF Upwind - & = (0,1) e malha 41 x 41

A mudanca no campo de velocidade nao afetou o valor do niimero de Peclet, continu-

ando igual a 100, caracterizando dominéancia de convecgao. Independentemente da direcao
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do campo de velocidade a solugdo com melhor aproximacao surge do MDF Upwind. A
altura da camada limite comparando-se as solugoes do MVF e MDF indicam a existéncia

de proporcionalidade entre os coeficientes da matriz K.
Caso IV

Este ultimo caso 2D os campos de velocidade serdo: @ = (1,—1), d = (1,-2) e J =
(2,—1), o que caracteriza conveccao inclinada para a malha. O coeficiente de difusividade

é constante igual a 1072 e o termo fonte f = 0. As condicoes de contorno serao:

—y—06 Yy € [0.6,0.65
u(0,y) = 18(y — 0.65) + 0.05 Yy € [0.65,0.70]
w(0,y) = (y — 0.70) +0.95 Yy € [0.70,0.75]
u(0,y) =1 VYy € [0.75,1]

concentragdo u
o o o o
N Y -] -] -

oo

Figura 4.64: Representagao grafica da condicao de contorno

As solugoes obtidas pela ado¢ao do campo de velocidade & = (1, —1), sendo o niimero

de Peclet igual a [100] :
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Figura 4.65: Solu¢ao em MDF - & = (1, —1) e malha 11 x 11

Figura 4.67: Solu¢do em MDF Upwind - & = (1, —1) e malha 11 x 11
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Figura 4.68: Solu¢ao em MDF - & = (1, —1) e malha 21 x 21

Figura 4.70: Solu¢do em MDF Upwind - & = (1, —1) e malha 21 x 21
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Figura 4.73: Solu¢ao em MDF Upwind - & = (1, —1) e malha 41 x 41

Para este campo de velocidade, o nimero de Peclet foi dado em mddulo devido ao

sinal da velocidade. A conveccao é dominante e as solugoes obtidas pelo MDF upwind
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possuem maior suavidade nas regides de alto gradiente independentemente do tamanho

da malha.

As proximas solugoes foram obtidas adotando-se o campo de velocidade igual a & =
(1,—2), este campo produz aumento da convec¢do na dire¢do y em relacgdo ao campo
adotado anteriormente, isto produzira concentracao de oscilagoes espurias nesta direcao.
O médulo do ntimero de Peclet na dire¢ao x ¢é igual a 100 e na dire¢ao y ¢é igual a 200,

indicando maior dominancia da convecg¢ao na dire¢ao y.

Figura 4.74: Solu¢do em MDF - & = (1, —2) e malha 11 x 11

Figura 4.75: Solugdo em MVF - & = (1, —2) e malha 11 x 11
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Figura 4.76: Solugao em MDF Upwind - & = (1, —2) e malha 11 x 11

Figura 4.77: Solugdo em MDF - & = (1, —2) e malha 21 x 21

Figura 4.78: Solugdo em MVF - & = (1, —2) e malha 21 x 21
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Figura 4.79: Solugao em MDF Upwind - & = (1, —2) e malha 21 x 21

Figura 4.81: Solugdo em MVF - & = (1, —2) e malha 41 x 41
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Figura 4.82: Solugao em MDF Upwind - & = (1, —2) e malha 41 x 41

Independente da variagdo do niimero de Peclet, ha dominancia de convec¢ao na duas
direcoes, sendo que a incidéncia de oscilagdes espurias esta na direcao y, por ter maior
moédulo do nimero de Peclet. Ainda assim a solugao mais suave é originada da aplicacao

do MDF Upwind com qualquer tamanho de malha.

Agora o campo de velocidade a ser aplicado possui o valor &J = (2, —1), este campo
provoca um maior fluxo na direcao x. O moddulo do niimero de Peclet serd maior para
esta direcao, possuindo valor igual a 200 e na direcao y igual a 100. Este modulos indicam

dominancia da convec¢ao, com maior incidéncia de oscilagoes espiria na direcao x.

Figura 4.83: Solugao em MDF - & = (2, —1) e malha 11 x 11
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Figura 4.86: Solugao em MDF - & = (2, —1) e malha 21 x 21
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Figura 4.88: Solugao em MDF Upwind - & = (2, —1) e malha 21 x 21

Figura 4.89: Solugao em MDF - & = (2, —1) e malha 41 x 41



4.2 Resultados computacionais 96

Figura 4.91: Solugao em MDF Upwind - & = (1, —2) e malha 41 x 41

Observa-se nas figuras indicativas da solu¢ao conforme ha refino de malha a concen-
tracao das oscilagOes espurias tendem para a regiao com alto gradiente formando-se assim,
nos pontos proximos a fronteira do dominio, camadas limites. Nas figuras 4.83, 4.86 e

4.89 que representam as solugoes em MDF Upwind estas camadas limites sao suavizadas.

Em MVF e MDF existe uma relagao de proporcionalidade entre seus coeficientes. Esta
proporcionalidade produz na implementagao das solugdes numéricas a geragao de graficos
equivalentes, conforme figuras 4.65 e 4.66, 4.68 e 4.69, 4.71 e 4.72, 4.74 e 4.75, 4.77 e 4.78,
4.80 e 4.81, 4.83 e 4.84, 4.86 e 4.87, 4.89 e 4.90. A constante de proporcionalidade esta
relacionada apenas com o tamanho da malha, nao dependendo do campo de velocidade e

nem do coeficiente de difusividade.

A comparagao entre os coeficientes da matriz K,
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Y _ (e
a= 2Ay  Ay? 2= 2Ax  Ax?
2k 2k
= \ar T Ap

w k

w

k

:<2A_A> C5:<2Ay_Ay2>

Coeficientes de K - MDF

Coeficientes de K - MVF

Utilizando dois coeficientes quaisquer, para calcularmos a constante de proporciona-
lidade e considerando Az = Ay = h,

w _ _k_ w  k 1
CIMDF 2Ay Ay? 2h h2 £
k k
CuvE =5 T g, 5w b
2k 2k 4k

C3MDF _ Agz? + Ay? 2 1

- 2k 2k 4K 7

C3IMVF Ag T Ay VA h

Pode-se verificar nas tabelas abaixo, a correlagdo entre os coeficientes de K referentes

1

a MDF e MVF, onde o coeficiente de proporcionalidade ¢ constante igual a 5.

el an] 6o ] 6] @n ] e8] 09
MDEF | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000
MVF | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000

Tabela 4.1: Elementos da diagonal principal (i,j) - coeficiente c3
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12 | 23 | 6o | 45) | 66 | 65 | 76 | 87 | 98
MDF | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000 | 4.000
MVF | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000 | 0.4000
Tabela 4.2: Elementos da diagonal principal (i-1,j) - coeficiente ¢y
@1 | G2 | 43) | 64 | 65 | 76 | &1 | 98 | (109)
MDF | -6.000 | -6.000 | -6.000 | -6.000 | -6.000 | -6.000 | -6.000 | -6.000 | -6.000
MVF | -0.6000 | -0.6000 | -0.6000 | -0.6000 | -0.6000 | -0.6000 | -0.6000 | -0.6000 | -0.6000
Tabela 4.3: Elementos da diagonal principal (i+1,j) - coeficiente ¢4
(10,1) | (11,2) | (12,3) | (13,4) | (14,5) | (15,6) | (16,7) | (17,8) | (18,9)
MDF | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000
MVF | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000
Tabela 4.4: Elementos da diagonal principal (i,j-1) - coeficiente ¢;
(1,10) | (2,11) | (3,12) | (4,13) | (5,14) | (6,15) | (7,16) | (8,17) | (9,18)
MDF | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000 | -1.000
MVEF | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000 | -0.1000
Tabela 4.5: Elementos da diagonal principal (i,j+1) - coeficiente cs5
(1,10) | (2,11) | (3,12) | (4,13) | (5,14) | (6,15) | (7,16) | (8,17) | (9,18)
MDF | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
MVF | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000 | 0.1000

Tabela 4.6: Elementos do vetor RHS

As tabela (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) correspondem a alguns valores dos coefici-

entes da matriz K referente ao caso III, com malha de 11 x 11, e a tabela (4.6) a valores



4.2 Resultados computacionais 99

do vetor RHS. Verifica-se com isso que todos os coeficientes de K do MVF sao 10 vezes
menores que os coeficientes correspondentes de K do MDF, esta relacdo de proporcio-
nalidade influéncia em alguns casos o tamanho da camada limite, assim para manter-se
a proporcionalidade entre as matrizes sem afetar a solucdo numérica deve-se tornar os

vetores RHS proporcionais, para este caso basta multiplicar o RHS do MVF por %.

Em geral para que as solugoes de ambos os métodos sejam equivalentes e suas ma-
trizes continuem sendo proporcionais, faz-se necessario que o vetor RHS do MVF seja
proporcional ao vetor RHS do MDF, assim para que este fato ocorra devemos multiplicar
o vetor correspondente ao MVF por % Este fato comprova-se pela observagao das tabelas
4.4 e 4.5 Nos outros casos apesar de nao afetar a altura da camada limite nas regides de

alto gradiente a proporcionalidade entre os coeficientes permanece.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Verifica-se com este trabalho que para problemas convectivos difusivos estacionarios os
métodos aplicados tanto no problema 1D quanto nos problemas 2D foram consistentes com
relacao a obtencao das solugoes aproximadas. Solugoes numéricas obtidas para convecgao
dominante, onde as oscilagoes espirias aparecem, foram melhor tratadas numericamente
pelo MDF Upwind, suavizando as regides de alto gradiante. Isto se deve ao fato deste
apresentar um comutador no campo de velocidade permitindo diferenca avante ou a ré de

forma apropriada.

Ao aumentar o refino de malha, a solucao de todos os métodos é melhorada o que
é uma fato condizente com a literatura. Para problemas com difusdo dominante (Pe «
1) e problemas com balango entre difusdo e convecgao, todos os métodos empregados
apresentaram estabilidade numérica. Sendo que para o caso de difusdo dominante 1D, os
métodos centrados (MDF e MVF) obtiveram uma taxa erro em relacao a solugao analitica
menor que o método Upwind. Indicando nestes casos que os métodos centrados possuem

melhor consisténcia para a resolu¢ao do problema.

Para o caso 1 D e malha uniforme com conveccao dominante o método Upwind conse-
gue eliminar oscilagoes esptrias entretanto, para o caso 2 D reduz-se as oscilagoes esptirias

porém nao as elimina.

O custo computacional referente a implementagdao dos codigos nos problemas apre-
sentados foi muito baixo, nao afetando o desempenho dos métodos, isto é devido a forma
de resolugdo dos problemas (método de elimina¢do Gaussiana) e a estrutura da malha

utilizada ser rudimentar, assim o processo de discretizagao dos problemas nao gerou um
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custo elevado que motivasse a comparagao do mesmo.

5.2 Trabalhos Futuros

Utilizar os mesmos casos estudados aplicados a Métodos de Elementos Finitos e com-
parar as solugbes numéricas obtidas entre todos os métodos. A proposta para o uso
do MEF é devido a necessidade de se ter uma comparacao com métodos mais robustos
e eficazes para eliminar com maior eficiéncia as oscilagoes espurias que caracterizam a
situagdo de conveccao dominante, pois apesar do MDF Upwind conseguir elininar esta
oscilagoes no caso 1D e minimizar no caso 2D, houve necessidade de normalizar o dominio

computacional 1D de modo que o MDF Upwind efetivamente capturasse as oscilagoes.

Extender o estudos para problemas tridimensionais e aplica-los nas dreas de Mecanica

dos fluidos, Bioengenharia, Meio Ambiente, entre outras.
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APENDICE A - Codigos

A.1 Cobdigo para problema 1D

h
h
h
h
h
b
h
h
h
h
b
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
b
h

Equagdo de Convecgdo Difusdo 1D

Problema Teste - Camada Limite com sucgdo

Descrigéo: Cbédigos em Diferenga Finita Centrada, Diferenca Finita Upwind
Volume Finito para solugdo aproximada da equagdo de convecgdo difuséo

1D: v(dU/dy) = K(d2U/dy2) independente do tempo.

Variaveis:

U=U(x) é a fungio de concentragio

y é a distdncia em metros

V é a velocidade de succgdo

Ul é a velocidade do fluido na diregdo x

K é o coeficiente de viscosidade cinematica

Discretizagdes:
I)MDF centrada
Diferenga centrada de segunda ordem para du/dx

Diferenga centrada simétrica de segunda ordem para d2u/dx2

II)MDF upwind
Diferenga avangada de segunda ordem para o termo du/dx

Diferenga centrada simétrica de segunda ordem para d2u/dx2
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h
h
h
h
h
h

III)MVF

Discretizagdo das leis de conservagdo por quocientes de diferengas.

Condigdes de fronteira:

Dirichlet - definida para valores fantasmas de zero nas bordas esquerda

% e direita do dominio
yA
% Saida:

% A solugdo & calculada sobre o intervalo [p, q] utilizando N=Nx pontos no

% dais e plotada.
YA

% Implementado por Prof. Diomar Cesar Lob&do Ph.D.

% UFF - Volta Redonda, RJ, Brasil

% 06 de junho de 2011
T

% Adaptado por Claudio Corréa em 02/05/2013
% UFF - EEIMVR - MCCT - Volta Redonda, RJ, Brasil

T

T

h

clear all;clc;close all;

T

b
b
rho=720;

U1=0.28;

V=0.01;

k=1.5e-4;

L=0.5;
deltal=((k/V)*1og(100));

Conjunto de parémetros iniciais.

% Espessura da camada limite

T

yA
ny=10;
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delta=0.006207769410712;
if (rho==720)
dy=(deltal+(deltal/delta))/(ny-1);
else
dy=deltal/(ny-1);
end
for jki=1:ny
y(jk1)=(jk1-1)*dy;
end
Re=U1xL/k; % Nimero de Reynolds
D=k/dy;
h

T

Recr=5.0e5;
if Re >= Recr
fprintf (’Regime Turbulento’)

end

h

T

T

A Coeficientes MDF Centrada

T

YA
ccl=((k/dy~2)-(V/(2%dy))) ;
cc2=-(2%k/dy"2);
cc3=((k/dy~2)+(V/(2*dy))) ;
YA

T

b Coeficientes MDF Upwind

T

YA

cul=(-k/dy~2);
cu2=((V/dy)+(2*k/dy~2)) ;
cud=-((k/dy~2)+(V/dy));
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T

T

A Coeficientes MVF

T

YA

cvl=(-2%D);
cv2=(D+(V/2));
cv3=(D-(V/2));
YA

h

h

T

yA Condigdes de fronteiras
u(1)=0;

u(ny)=U1;

ucl=u;uul=u;uvi=u;

h

T

T

yA Construgdo dos vetores para a matriz esparsa e do vetor RHS

T

h
nn=(ny-2) ; % Tamanho dos nodos internos da matriz
Bl=zeros(nn,3); RHSC=zeros(1,nn)’;

kk=0;

T

pA MDF Centrada

h

b
for j=2:ny-1
h (i-1)(-1), (1)) ,(1+1) (1) % posigdo dos coeficientes em relagdo
% as diagonais da matriz esparsa

kk=kk+1;
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B1(kk,1)=ccl;
B1(kk,2)=cc2;
B1(kk,3)=cc3;

T

b Construgdo do vetor RHS - MDF Centrada

T

RHSC (kk)=0;
IMC1=0; IPC1=0;
fimcl=j-1; fipcl=j+1;

if (fimcl == 1)
IMC1=1;

end

if (fipcl == ny)
IPC1=1;

end

RHSC (kk)=-IMCil*ccl*u(j-1)-IPCl*cc3*u(j+1);

end % end for i

h

YA MDF Upwind

b

b

nn=(ny-2) ; % Tamanho dos nodos internos da matriz

B2=zeros(nn,3); RHSU=zeros(1,nn)’;

kk=0;
for j=2:ny-1
h (1-1)(-1), (1)) ,(1i+1)(1) % posicdo dos coeficientes em relagdo

% as diagonais da matriz esparsa

kk=kk+1;
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B2(kk,1)=cul;
B2(kk,2)=cu?2;
B2(kk, 3)=cu3;

T

h Construgio do vetor RHS - MDF Upwind

h

RHSU (kk)=0;
IMU1=0; IPU1=0;
fimul=j-1; fipul=j+1;

if (fimul == 1)
IMU1=1;

end

if (fipul == ny)
IPU1=1;

end

RHSU (kk)=-IMU1l*cul*u(j-1)-IPUl*cu3*u(j+1);

end % end for i

h

T MVF

b

b

nn=(ny-2) ; % Tamanho dos nodos internos da matriz

B3=zeros(nn,3); RHSV=zeros(1,nn)’;

kk=0;
for j=2:ny-1
h (A-1)(-1), (1)) ,(1i+1)(1) % posicdo dos coeficientes em relagdo

% as diagonais da matriz esparsa

kk=kk+1;



A.1 Cobdigo para problema 1D 110

B3(kk,1)=cv3;
B3(kk,2)=cvi;
B3(kk,3)=cv2;

T

b Construgdo do vetor RHS - MVF

h

RHSV (kk)=0;
IMV1=0; IPV1=0;
fimvl=j-1; fipvl=j+1;

if (fimvl == 1)
IMV1=1;

end

if (fipvl == ny)
IPV1=1;

end

RHSV (kk)=-IMV1i*cu3*u(j-1)-IPVikxcv2*u(j+1);

end % end for i

T

T

h

%  Construgdo das matrizes esparsas e cdlculo das solugdes aproximadas

h
h

h

b MDF Centrada - matriz esparsa

T

T
for j

1:ny-2

ind = j*(ny-2);
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B1(ind,1) = 0;
ind = (j-D*(ny-2) + 1;
B1(ind,3) = 0;

end
Gi = [ B1(:,1) B1(:,2) B1(:,3)];
di = [-1 0 1];
Al = spdiags( G1, d1, nn, nn );
h
b
yA Solucdo aproximada do problema - MDF Centrada
h
b
UC=A1\RHSC;
kk=0;
for j=2:ny-1
kk=kk+1;

uc1(j)=UC(kk) ;
end

T

T

YA MDF Upwind - matriz esparsa

h

T
for j

1:ny-2

ind = j*(ny-2);
B2(ind,1) = 0;
ind = (j-D*(ny-2) + 1;

B2(ind,3) = 0;

end

G2 = [ B2(:,1) B2(:,2) B2(:,3)];
d2 = [-1 0 1];

A2 = spdiags( G2, d2, nn, nn );
h

b

pA Solucdo aproximada do problema - MDF Upwind
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h
UU=A2\RHSU;
kk=0;
for j=2:ny-1
kk=kk+1;
uul (j)=UU(kk) ;

end

T

h

h

MVF

matriz esparsa

T

T
for j

1:ny-2

ind = j*x(ny-2);
B3(ind,1) = 0;
ind = (j-D*(ny-2) + 1;
B3(ind,3) = 0;
end
G3
d3
A3

T

[-1 0 1];

[ B3(:,1) B3(:,2) B3(:,3)];

spdiags( G3, d3, nn, nn );

T

YA Solucdo aproximada do problema - MVF

h

UV=A3\RHSV;

kk=0;

for j=2:ny-1
kk=kk+1;
uvl(j)=UV(kk);

end

h

T
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T

b Solugdo exata do problema

h
h
u2=zeros(1,ny);
deltay=deltal/(ny-1);
for jkil=1:ny
y(jk1)=((jk1-1)*deltay);
u2(jk1)=U1*(1-exp(-(V/k)*y(jk1)));
u22=dy+u2;

h

Fe=(rho*u2(3));
De=((k/V)/deltay);
Pe=Fe/De;

h

T

yA Fungdo Residuo

T

pA

resl=abs(u2-ucl); % Residuo MDF centrada
res2=abs(u2-uul); % Residuo MDF Upwind
res3=abs (u2-uvl) ; % Residuo MVF

pA

end

T

%
%
A GRAFICOS
b

T
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yA Graficos das solugdes aproximadas e exata

pA
figure(2);
hold on; grid off;

plot(y,ucl,’k*-’,’LineWidth’,2.5);
plot(y,uul,’r-’,’LineWidth’,1.5);
plot(y,uvl,’g-’,’LineWidth’,1.5);
plot(y,u2,’b-’,’LineWidth’,1.5);

text(0.04,0.3,’\leftarrow Solugdo Exata’,’fontsize’,16)
text(0.04,0.2,’\leftarrow MDF centrada’,’fontsize’,16)
text(0.01,0.2,’\leftarrow MVF’,’fontsize’,16)
text(0.02,0.3,’MDF upwind \rightarrow’,’fontsize’,16)
h=legend (’MDF centrada’,’MDF upwind’,’MVF’,’Solugdo Exata’,0);
ylabel(’u’,’fontsize’,18)

xlabel(’y’,’fontsize’,18)

title(’Camada Limite em placa plana com sucgdo’,’fontsize’,16)
b

b

T

T
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A.2 (Codigo MDF Classico 2D

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
b
h
b
h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
b

Equagdo de Difusdo convecgdo - MDF 2D

Descrigdo: Cdédigo 2D para resolugdo da Equagdo de Difusdo convecgéo

vx(dU/dx) +vy(dU/dy)= Kx(d2U/dx2)+ Ky(d2U/dy2)+ f(x,y) estacionéaria.

Variaveis:
U=U(x,,y) & a fungdo de concentragdo

a distancia em metros

[OD

X

a distincia em metros

[0}

y

vx €& a velocidade na direcdo x em metros

[}

vy é a velocidade na diregdo y em metros

Kx & o coeficiente de difusdo (ou de viscosidade) na diregdo x

[}

Ky & o coeficiente de difusdo (ou de viscosidade) na diregdo y

f(x,y) é fungdo fonte (sorvedouro)

Discretizagéo:
Diferenga centrada de segunda ordem para du/dx e du/dy

Diferenga simétrica de segunda ordem para d2u/dx2 e d2u/dy2

Condigdes de fronteira:
Dirichlet - conjunto de valores aparentes para zero a direita e esquerda

da fronteira do dominio

Resultados:

A solugdo é calculada sobre o intervalor [p q] utilizando N = Nx * Ny

pontos e plotada.

Implementado por Prof. Diomar Cesar Lobdo Ph.D.
UFF - Volta Redonda, RJ, Brazil
06 de junho de 2011

Adaptado por Claudio Corréa em 05/08/2012
Primeira atualizagdo em 13/09/2012
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% Ultima atualizacdo em 05/10/2012

T

b
clear all;clc;close all;
h

global p q dx dy

b Conjuntos de pardmetros iniciais.

h

p=0; % inicio do dominio computacional

q=1.0; % fim do dominio computacional

L=q-p;

rho=1.0;

vx=0.0; % velocidade na direcgdo x

vy=1.0; % velocidade na diregdo y

h

Dx=1e-2; % coeficiente de difusdo na diregdo x
Dy=1e-2; % coeficiente de difusdo na diregdo y
nx=11; % nimero de pontos de malha na diregdo x
ny=11; % nimero de pontos de malha na diregdo y
dx=(g-p)/(nx-1); % tamanho da medida espacial na diregdo x
dy=(q-p)/(ny-1); % tamanho da medida espacial na diregdo y
type=7; % tipo de condigdes de fronteira

modo=4; % tipo do vetor RHS

Rx=Dx/ (dx*dx) ; % constante para o termo difusivo em x
Ry=Dy/ (dy*dy) ; % constante para o termo difusivo em y
Cx=vx/dx;

Cy=vy/dy;

h

NPx=rho*xvx*L/Dx; % Nimero de Peclet na direcgdo x
NPy=rho*vy*L/Dy; % Namero de Peclet na diregdo y

h

T
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X=Zeros;
y=zeros;

ul=zeros;

T

for i=1:nx

for j=1l:ny

x(i,j)= (i-1)x*dx;

y(i,j)= (j-1)=dy;

ul(i,j)=0;
end

end

b
h

h
[u1]=BC(type,nx,ny);
h

u = ul;
yA
figure(1);

surf (x,y,ul);
view(-62,36)

Condigdes de Fronteira

xlabel(’x’,’fontsize’,14), ylabel(’y’,’fontsize’,14)

zlabel(’concentracgdo u’,’fontsize’,14)

T

h
h

Construgdo dos vetores para a matriz K

YA
/A
nn=(nx-2) * (ny-2) ;

% tamanho do nodos internos da matriz

B=zeros(nn,5); RHS=zeros(1l,nn)’;

for j=2:ny-1

for i=2:nx-1

% (i,3-1) (-nx+2) , (i-1,7)(-1), (1,1)(0) ,(i+1,9) 1) , (i,j+1) (nx-2)
kk=(j-2)* (nx-2)+(i-1);
B(kk,2)=-(Cx/2+Rx) ;
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B(kk,4)=(Cx/2-Rx) ;
B(kk,3)=(2*Rx+2*Ry) ;
B(kk,5)=(Cy/2-Ry);
B(kk,1)=-(Cy/2+Ry) ;

T

b Construgdo do vetor RHS

b
RHS (kk)=0;
IM1=0; IP1=0; JP1=0; JM1=0;
fiml=i-1; fipl=i+1;
fjpl=j+1; fjml=j-1;
if(fiml == 1)
IM1=1;
end
if (fipl == nx)
IP1=1;
end
if (fjpl == ny)
JP1=1;
end
if (fjml == 1)
JM1=1;
end
RHS (kk)=IM1*(Cx/2+Rx)*ul(i-1,j)-IP1*(Cx/2-Rx)*ul(i+1,j)-...
JP1x(Cy/2-Ry)*ul (i, j+1)+IM1*(Cy/2+Ry)*ul (i, j-1);
end % end for i

end % end for j

YA
b Construgdo da matriz K
b
for j = 1:ny-2
ind = j*(nx-2);
B(ind,2) = 0;

ind = (j-1)*(nx-2) + 1;
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B(ind,4) = 0;

end

[ B(:,1) B(:,2) B(:,3) B(:,4) B(:,5)];
[-nx+2 -1 0 1 nx-2];

spdiags( G, d, nn, nn );

h
b
yA Solugdo do problema
h
b
[FF]=vetor (modo,nx,ny) ;
h
RHS1=RHS+FF;
U=A\RHS1;
h
b
for j=2:ny-1
for i=2:nx-1
kk=(j-2)* (nx-2)+(i-1);
u(i,j)=U(kk);
end
end
h
if type ==
if U < 1+ 107-10
u=ones (i+1,j+1);
end
end
b
yA Difus3o convecgio
% plot(x,initial,’k:’,x,u(2:N+1), k+’)
yA plotagem da solugdo numérica com os dados iniciais
b

figure(2);
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surf (x,y,w);
view(16,20)
xlabel(’x’,’fontsize’,18), ylabel(’y’,’fontsize’,18);

zlabel(’u’,’fontsize’,18)

h
h

T
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A.3 Codigo MDF Upwind 2D

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
b
h
b
h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
b

Equacdo de Difusdo convecgdo 2D - MDF upwind

Descrigdo: Cdédigo 2D para resolugdo da Equagdo de Difusdo convecgéo

vx(dU/dx) +vy(dU/dy)= Kx(d2U/dx2)+ Ky(d2U/dy2)+ f(x,y) estacionéaria.

Variaveis:
U=U(x,,y) & a fungdo de concentragdo

a distancia em metros

[OD

X

a distincia em metros

[0}

y

vx €& a velocidade na direcdo x em metros

[}

vy é a velocidade na diregdo y em metros

Kx & o coeficiente de difusdo (ou de viscosidade) na diregdo x

[}

Ky & o coeficiente de difusdo (ou de viscosidade) na diregdo y

f(x,y) é fungdo fonte (sorvedouro)

Discretizagéo:
diferenga - up wind para du/dx e du/dy

Diferenga simétrica de segunda ordem para d2u/dx2 e d2u/dy2

Condigdes de fronteira:
Dirichlet - conjunto de valores aparentes para zero a direita e esquerda

da fronteira do dominio

Resultados:

A solugdo é calculada sobre o intervalor [p q] utilizando N = Nx * Ny

pontos e plotada.

Implementado por Prof. Diomar Cesar Lobdo Ph.D.
UFF - Volta Redonda, RJ, Brazil
06 de junho de 2011

Adaptado por Claudio Corréa em 05/08/2012
Primeira atualizagdo em 13/09/2012
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% Ultima atualizacdo em 05/10/2012

h
b
clear all;clc;close all;
h

global p q dx dy

b

h

h

yA Conjunto de prametros iniciais

rho=1;

p=0; % inicio do dominio computacional

q=1.0; % fim do dominio computacional

L=q-p;

h

vx=2.0; % velocidade na direcgdo x

vy=-1.0; hvelocidade na diregdo y

h

Kx=1e-2; % coeficiente de difus&do na direcgdo x
Ky=1le-2; % coeficiente de difusdo na diregdo y
nx=41 ; % numero de pontos da malha na diregdo x
ny=41; % numero de pontos da malha na diregdo y
dx=(q-p)/(nx-1); % tamanho do intervalo deltax
dy=(q-p)/(ny-1); % tamanho do intervalo deltay

type=3; % tipo de condigdes de fronteira

modo=1; % tipo de vetor RHS

Pe=rho*vx*L/Kx;

h
b Comutador para termo convectivo dependente do sinal da velocidade
h
if vx > 0
Vix=vx/dx;
V2x=0;

else
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V1x=0;
V2x=vx/dx;

end

if vy > O
Viy=vy/dy;
V2y=0;

else
V1iy=0;
V2y=vy/dy;

end

T

yA Coeficientes da mariz K e do vetor RHS

h

cl= -Ky/(dy~2)-Viy;

c2= -Kx/(dx"2)-Vix;

c3=(((2xKx/ (dx~2) ) +(abs (vx) /dx))+(2xKy/ (dy~2) ) +(abs(vy)/dy) ) ;
cd= -Kx/(dx"2)+V2x;

cb= -Ky/(dy~2)+V2y;

h

x=zeros (nx,ny) ;

y=zeros (nx,ny) ;

ul=zeros(nx,ny) ;

for i=1:nx
for j=1:ny
x(i,j)= (i-1)*dx;
y(i,j)= (j-1)*dy;
ul(i, j)=0;
end

end

T

b Condigdes de fronteira

h

[ul]=BC(type,nx,ny) ;
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b

u = ul;

b
figure(1);

surf (x,y,ul);
view(37,32)
xlabel(’x’,’fontsize’,14), ylabel(’y’,’fontsize’,14);

zlabel(’concentragdo u’,’fontsize’,14)

b

b Construgdo dos vetores da matriz esparsa K

h

h

nn=(nx-2)*(ny-2) ; % Tamanho dos nodos internos

B=zeros(nn,5); RHS=zeros(1l,nn)’;
for j=2:ny-1
for i=2:nx-1

ho (1,31 (nx+2) , (i-1,1) 1D, (1,7)00) ,GE+1,) Q) , (1,j+1) (nx-2)

kk=(j-2)* (nx-2)+(i-1);

B(kk,1)=cl;
B(kk,2)=c2;
B(kk,3)=c3;
B(kk,4)=c4;
B(kk,5)=c5;
h
YA Construgdo do vetor RHS
h
h
RHS (kk)=0;

IM1=0; IP1=0; JP1=0; JM1=0;
fiml=i-1; fipl=i+1;
fjpl=j+1; fjml=j-1;

if (fim1l == 1)
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IM1=1,;
end
if(fipl ==

IP1=1;
end
if(fjpl ==

JP1=1;
end
if(fjml ==

JM1=1;

end

RHS (kk)=-IM1*c2*ul(i-1,j)-IP1xc4*ul(i+1,j)-...
JP1xcbxul (i, j+1)-IMixcl*ul (i, j-1);

end % end for j

nx)

ny)

1)

end % end for i

b
h

Construgdo da matriz esparsa

h

for j

ind

1:ny-2
j*x(nx-2);

B(ind,2) = 0;
ind = (j-1)*(nx-2) + 1;
B(ind,4) = 0;

end

T

[ B(:,1) B(:,2) B(:,3) B(:,4) B(:,5)];
[-nx+2 -1 0 1 nx-2];
spdiags( G, d, nn, nn );

T

h

T

T

Solucdo do problema

T

[FF]=vetor (modo,nx,ny) ;
RHS1=RHS+FF;
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U=A\RHS1;

for j=2:ny-1

for i=2:nx-1

kk=(j-2)* (nx-2)+(i-1);

u(i, j)=U(kk);

end
end
if type ==
if U < 1+ 107-10
u=ones (i+1,j+1);
end

end

N=norm(u,inf) ;

T

b Difus&o convecgio

% plot(x,initial,’k:’,x,u(2:N+1),’k+’)

yA plotagem da solugdo numérica e condigdes iniciais

T

pA
figure(2);
surf (x,y,w);

view(16,20)

xlabel(’x’,’fontsize’,18), ylabel(’y’,’fontsize’,18);

zlabel(’u’,’fontsize’,18)

T

T
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A.4 Codigo MVF Classico 2D

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
b
h
b
h
h
h
h
h
h
h
b
h
h
b

Equagédo de Difusdo convecgdo — MVF 2D

Descrigdo: Cdédigo 2D para resolugdo da Equagdo de Difusdo convecgéo

vx(dU/dx) +vy(dU/dy)= Kx(d2U/dx2)+ Ky(d2U/dy2)+ f(x,y) estacionéaria.

Variaveis:
U=U(x,,y) & a fungdo de concentragdo

a distancia em metros

[OD

X

a distincia em metros

[0}

y

vx €& a velocidade na direcdo x em metros

[}

vy é a velocidade na diregdo y em metros

Kx & o coeficiente de difusdo (ou de viscosidade) na diregdo x

[}

Ky & o coeficiente de difusdo (ou de viscosidade) na diregdo y

f(x,y) é fungdo fonte (sorvedouro)

Discretizagéo:

Discretizagdo das leis de conservagdo por quocientes de diferencgas.

Condigdes de fronteira:
Dirichlet - conjunto de valores aparentes para zero a direita e esquerda

da fronteira do dominio

Resultados:

A solugdo é calculada sobre o intervalor [p q] utilizando N = Nx * Ny

pontos e plotada.

Implementado por Prof. Diomar Cesar Lobdo Ph.D.
UFF - Volta Redonda, RJ, Brazil
06 de junho de 2011

Adaptado por Claudio Corréa em 05/08/2012
Primeira atualizagio em 13/09/2012
Ultima atualizagdo em 05/10/2012
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h

h

clear all;clc;close all;

h

global p q dx dy

pA Conjunto de parémetros iniciais

h

p=0; % inicio do dominio computacional

q=1.0; % fim do dominio computacional

L=q-p;

vx=0.0; % velocidade na direcgdo x

vy=1.0; % velocidade na diregdo y

rho=1; % densidade da agua

h

kx=1e-2; % coeficiente de difus&do na direcgdo x
ky=1le-2; % coeficiente de difusdo na diregdo y

b

nx=11; % numero de pontos de malha na diregdo x
ny=11; % nimero de pontos de malha na diregdo y
dx=(q-p)/(nx-1); % tamanho de espagamento de malha na diregdo x
dy=(q-p)/(ny-1); % tamanho de espagamento de malha na diregdo y
h

h

type=5; % tipo de condigBes de fronteira

modo=1; % tipo de vetor RHS

h

NPx=rhoxvx*L/kx; % Nimero de Peclet na direcgdo x
NPy=rho*vy*L/ky; % Namero de Peclet na diregdo y

b

Dx=-kx/dx;

Dy=-ky/dx;

X=Zeros;

y=zeros;

ul=zeros;
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Al=zeros;

T

h

T

T
if type == 5

vx=0;
end
b
if type == 6

vy=0;
end

h

T

% coeficientes da matriz K e do vetor RHS

h

C1=-(2#Dx+2*Dy) ;
C2=(Dx-(vx/2));
C3=(Dx+(vx/2));
C4=(Dy-(vy/2));
C5=(Dy+(vy/2));

T

for i=1:nx
for j=1:ny
x(i,j)= (i-1)x*dx;
y(i,j)= (j-1)=dy;
ul(i, j)=0;
end

end

T

T

h

[ul]=BC(type,nx,ny) ;

Condigdes de fronteira
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YA

u = ul;

b

figure(2);

x=0:dx:1;

y=0:dy:1;

[X ,Y]=meshgrid(x,y);

surf (Y,X,ul);

view(59,28)

xlabel(’x’,’fontsize’,14), ylabel(’y’,’fontsize’,14)
zlabel(’concentragdo u’,’fontsize’,14)
title(’Condigdo de Contorno - caso 4’,’fontsize’,14)
YA
b
yA Construgdo do vetor para a matriz esparsa K
YA
b

nn=(nx-2)*(ny-2) ; Jtamanho dos nodos internos da matriz

B=zeros(nn,5); RHS=zeros(l,nn)’;
for j=2:ny-1
for i=2:nx-1
ho(1,3-1) (-nx+2) , (i-1,j)(-1), (1,j)(C0) ,(i+1,j)(1) , (i,j+1) (nx-2)
Kk=(§-2)* (nx-2)+(i-1) ;

B(kk,2)=C2;

B(kk,4)=C3;

B(kk,3)=C1;

B(kk,5)=C5;

B(kk,1)=C4;
YA
b Construgdo do vetor RHS
b

RHS (kk)=0;

IM1=0; IP1=0; JP1=0; JM1=0;
fiml=i-1; fipl=i+1;
fipl=j+1; fjml=j-1;
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if(fiml == 1)
IM1=1;
end
if (fipl == nx)
IP1=1;
end
if(fjpl == ny)
JP1=1;
end
if (fjml == 1)
JM1=1;
end
RHS (kk)=-IM1*C2*ul(i-1,j)-IP1*C3*ul (i+1, j)-JP1*Cbxul (i, j+1)...
=JM1*C4*ul (i, j-1);
end % end for i

end % end for j

T

b Construgdo da matriz K
b
for j = 1:ny-2
ind = j*(nx-2);
B(ind,2) = 0;
ind = (j-1)*(nx-2) + 1;
B(ind,4) = 0;
end

[ B(:,1) B(:,2) B(:,3) B(:,4) B(:,5)];
[-nx+2 -1 0 1 nx-2];

spdiags( G, d, nn, nn );

for j=2:ny-1
for i=2:nx-1
kk=(j-2)*(nx-2)+(i-1);
A1(i, j)=A(kk);

end
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end

figure(5)

spy (A)

T

T

solugdo do problema

h

YA
[FF]=vetor (modo,nx,ny) ;
if modo ==

FF=FF.*dx;

end

RHS1=RHS+FF;
U=A\RHS1;

T
for j=2:ny-1

for i=2:nx-1

kk=(j-2)* (nx-2)+(i-1);

u(i, j)=U(kk);

end
end
h
if type ==
if U < 1+ 107-10
u=ones (i+1,j+1);
end
end
h
b

b Difus8o convecgdo
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% plot(x,initial,’k:’,x,u(2:N+1), k+’)

yA plotagem da solugdo numérica e condigdes iniciais

b
figure(3);

x=0:dx:1;

y=0:dy:1;

[X ,Y]=meshgrid(x,y);

surf(Y,X,u);

view(16,20)

xlabel(’x’,’fontsize’,18), ylabel(’y’,’fontsize’,18);
zlabel(’u’,’fontsize’,18)

YA

YA

h
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APENDICE B - Conceitos Matematicos

A fim de se resolver numéricamente nosso problema, satisfazendo as condi¢des impos-
tas, devemos precisar o ambiente matematico onde sera formulado. Este serd um espaco

vetorial que embute as condi¢oes para existéncia, unicidade e estabilidade da solucao.

B.1 Espaco Vetorial Euclidiano

Um produto interno sobre um espaco vetorial real V, é uma funcao que associa a cada
par de vetores x, y um escalar, denotado por <,>: V — R, (z,y) —< z,y > bilinear

e homogéneo, que satisfaz as seguintes propriedades:(Naylor [15])

l.<z+y,z>=<z,2>+<y,z>
2. <ax,y>=a<z,y >
3. <z,y >=<y,Tr >

4. <z,x>>0,e<z,2>=0&2=0
Considere a aplicagdo ||-|| sobre V dada por:

lzll = (z,2)""? (B.1)

Tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1. Seja V um espago vetorial com produto interno < x,y >, onde ||z|| é dado

por (B.1). Entao ||x| € uma norma sobre V.

Decorre deste teorema que dado um espaco vetorial V, a funcdo [|-] : V — RT U {0}

possui as seguintes propriedades:
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1. Dado v e V,||v]| = 0 se e somente se v = 0.
2. Ya e Bewve Vvale ||av]| = |af||v

3. Dados quaisquer u, v € V, tem-se: ||u+ o|| < ||u|| + ||v||-

Assim, define-se o par (V,]]]) como um espago vetorial normado. Como exemplo,
sendo V = C'([0,1]), o espago de fungoes reais continuas no intervalo [0, 1], entdo uma

norma pode ser definida por:
1 3
171 = ([ swfaz)” (B2)

Tem-se, também, que dada uma sequéncia {v,} -~ C V, esta sequéncia é de Cauchy

se Ve > 0, existe kg € N tal que Vn,m > kg, tem-se:

|vm — va| < e (B.3)
Uma sequéncia {v,} -, C Vtem limite v C V com rela¢do a norma ||-|| se:
lim |v — v, || = 0. (B.4)

Diz-se que um espago vetorial normado V sera completo se para cada {v,} -, C V,

de Cauchy, existir v € V' tal que:
lim v, = v. (B.5)

n—oo

Teorema 2. Seja (V,||||) um espago vetorial normado, entio existe um unico espago

vetorial completo (H,||||) tal que:

o VCH,

e Dado qualquer elemento v € H, existe uma sequéncia {v,} -, C V, tal que:

lim v, = v. (B.6)

n—oo

Assim diz-se que V é denso em H; ou ainda que H € o fecho ou completamento de V.

Um Espago de Hilbert H é espaco vetorial munido de um produto interno e completo

em relacdo a norma definida por este produto interno. Sendo sua norma definida pela
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equagdo (B.1) a métrica definida sobre H serd dada por:

dx,y) =z —y|l =vV<r—y,0—y> (B.7)

Um exemplo importante de espaco de Hilbert é o espago das sequéncias de quadrado
integréavel, constituido por todas as sequéncias © = (21, ..., x;,...) de nimeros reais tais
que Y2, 22 (+00.

A norma de uma sequéncia x é dada por:

] = (i) (B3)

Considerar o espago L?[a,b], como o espaco de funcdes continuas de quadrado inte-

gravel, tal que f : [a,b] — R, entdo sua norma pode ser definida como:

in=([, f(w)deY . (B9

Os espacos de Hilbert tém uma estrutura geométrica conveniente em relagao aos outros
espacos normados, e dao a estrutura necessaria para poder formular adequadamente o

problema a ser analisado e resolvido.

B.2 Estabilidade, Consisténcia e Convergéncia

Apds a formulagao do problema e precisar seu dominio computacional, necessita-se
obter uma equagao de diferencas finitas “equivalente” a EDP que modela o problema.
O objetivo da mudanga da EDP para a equagado de diferenga ¢é transformar o problema
diferencial em algébrico. Esta transformacao pode ocorrer por expansao por Série de

Taylor ou por aproximagcao polinomial.

O erro oriundo do truncamento por Série de Taylor, serd da ordem de O(h?) ou O(h)
conforme defini¢do nos capitulos referentes a MDF e MVF. Deve-se entender que um “pe-
queno erro de truncamento”, podera levar a um “grande” erro na solu¢ao numérica e este
“problema” esta ligado ao operador diferencial L. que podera atuar como fator de amplifi-
cacao do erro, produzindo crescimento ilimitado e com isto uma instabilidade do método.
Esta instabilidade faz surgir oscilacoes espurias produzindo perda de convergéncia da

solugdo numérica para a analitica, deixando o método inconsistente.

Oscilagbes esptirias sao obtidas quando as condigoes de convergéncia nao sdo satis-
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feitas, consequentemente pelo Teorema de Lax[8] os métodos serdo instaveis dentro de
uma dada regiao do dominio numérico. No caso especifico destes estudos estas oscilagoes

decorrem da predominancia do termo convectivo sobre o termo difusivo.

Verifica-se que um método torna-se consistente, e atende as necessidades de estabili-
dade do problema discreto, quando sua solugao numérica converge para a solucao analitica
da EDP que modela o problema fisico e quando as oscilac¢oes espirias que porventura hou-

verem na solugao numérica sao atenuadas pelo refino de malha.

Deve ficar claro que este fato é, por vezes, impossivel de ocorrer quando aborda-se
o problema em situacoes de dominio bidimensional ou tridimensional. Este é um dos
problemas intrinsecos as resolugoes numéricas de EDP“s em 2D e 3D e que ainda estao

em aberto.

Segundo Hirsch [8], as condigoes de consisténcia, estabilidade e convergéncia cobrem
os diferentes aspectos da relacio entre a equacao discretizada, solugoes numéricas e exatas.

Esta relagao fica melhor representada no esquema abaixo:

CONSISTENCIA‘ = ’Condigéo sobre a estrutura da formulagao numérica‘ =

—> equagao discretizada <= equacao diferencial

| ESTABILIDADE | — ’ Condigao sobre a solucao do esquema numérico‘ =

= solucao numérica <= solugao exata da equacao discretizada

’CONVERGENCIA‘ = ’Condigéo sobre solugao do esquema numérico‘ =

— solucao numérica <= solucao exata da equacao diferencial

Para discutir convergéncia, deve-se entender que quando refina-se a malha (Az — 0 e
Ay — 0), a solucao numérica deverd se aproximar da solugao analitica mas, dependendo
do método, nao havera aproximacao total. Este fato nos leva, entao, a precisar definir
o erro (E) de truncamento global['] e uma dada norma para analisar a convergéncia do

método. Estes erros devem tender a zero quando refina-se a malha.

Para quantificar o erro, deve-se escolher alguma norma. O conjunto padrao de norma

'Erro de truncamento refere-se ao erro obtido por retirarmos da aproximacdo por Série de Taylor
alguns termos devido a necessidade de adequacao ao método
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mais usual sdo as normas-p.

|—

E||, = (A:p fj yEiyp)p (B.10)

1=—00
onde FE; denomina-se erro local.
Deve-se observar que o fator Ax é muito importante, pois nos indica a escala e a

ordem de precisao do refino de malha. Utilizar || - || sem subindice quando nao especificar

uma determinada norma.

Observe que para um dado sistema de m equacoes, sendo E € R, sua norma repre-

sentara a distancia do vetor, pertencente a R™, solucao do sistema linear em relacao ao

vetor solucao da EDP. O método sera convergente na norma || - || se:
lim [|E|| = 0. (B.11)
Az—0
Ay—0

O método sera de precisao de ordem n se:
IE| = O(h"), (B.12)

onde h = Az = Ay.

Pode-se ainda verificar convergéncia pontual com refino de malha e utiliza-se para isso
a norma do maximo.

|Elloe = maz _socicoo| Eil. (B.13)

Em particular, a norma-1 é comumente usada para leis de conservacao, a norma-2 é
frequentemente usada para problemas lineares por causa da utilidade da analise de Fourier

nestes casos.

Exceto em casos muitos raros, a norma-1 e a norma-2 terao resultados semelhantes, e
a escolha destas podera depender principalmente da que produzir uma analise matematica

mais facil.

Assim, segundo Hirsch, as condigcoes de consisténcia, estabilidade e convergéncia
relacionam-se e esta relagdo estd contida no Teorema de Equivaléncia de Lax, cuja prova
encontra-se em Ritchmyer and Morton (1967). Este teorema é fundamental para analise

de métodos numéricos para equagoes diferenciais e pode ser resumido como:

CONSISTENCIA + ESTABILIDADE «— CONVERGENCIA




